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Satz
V deterministische TM mit k Bandern 3 einbandige,
deterministische TM M’, sodass L(M) = L(M’)
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Satz
V M eine einbandige, deterministische TM, dessen Band in beide

Richtungen unbeschrankt ist 3 einbindige, deterministische TM M’,
sodass L(M) = L(M’)
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Ubersicht Nichtdeterministische Turingmaschine
Definition NTM
Automaten, reguldre Sprachen und Grammatiken, (nicht)-deterministische eine nichtdeterministische, k-bandige Turingmaschine /V'ist ein 9-Tupel
endliche Automaten, Teilmengenkonstruktion, Automaten mit N=(Q,X,T, HU,d,s,t,r)

e-Ubergingen, Umwandlung endlicher Automaten in regulire Ausdriicke,

Algebraische Gesetze fiir reguldre Ausdriicke, Pumpinglemma, Minimierung sodass

@ eine endliche Menge von Zustanden,
Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie, Turing Maschinen,
Entscheidungsprobleme, Aquivalente Formulierungen, Universelle
Maschinen und Diagonalisierung,

|

> eine endliche Menge von Eingabesymbolen,

]

[" eine endliche Menge von Bandsymbolen, sodass > C I,
Fe '\ X, der linke Endmarker,

Ll e\ X, das Blanksymbol,

§: Q@ x T = P(Q x ' x {L,R}¥) die Ubergangsfunktion,
s € @, der Startzustand,

t € Q, der akzeptierende Zustand und

B r € Q, der verwerfende Zustand mit t # r.

o~

Komplexitdt der Umwandlung von Reprasentationen,
Entscheidungsprobleme, Einfiihrung in die Komplexitatstheorie,
Laufzeitkomplexitat, die Klassen P und NP, logarithmisch platzbeschrankte
Reduktionen, Speicherplatzkomplexitat

BN
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Nichtdeterministischer Berechnungsbaum Nichtdeterminismus vs. Determinisums

deterministisch nichtdeterministisch

O Satz

O
e V N nichtdeterministische TM, 3 deterministische TM M, sodass
L(M) = L(N)
O/ \O O/ \O e jede deterministische TM ist auch eine nichtdeterministische TM

g g Adressierung des Pfades
e sei b der “Grad des Nichtdeterminismus”
beziehungsweise b ist der Verzweigungsgrad des Berechnungsbaums

Q/é\@ e String iiber dem Alphabet ¥, = {1,2,..., b}
nennen wir Adresse

t e Die Adresse ist ungiiltig, oder bezeichnet eine
Beachte eindeutige Position im Berechnungsbaum
damit NTM N akzeptiert, geniigt ein Pfad, sodass NV auf einen
akzeptierenden Zustand trifft
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Beweis e V deterministische TM mit kK Bandern 3 einbandige,

e sei N 1-Band NTM, wir konstruieren eine 3-Band deterministische deterministische TM M’, sodass L(M) = L(M’)
TM M sodass L(M) = L(N)

e V M eine einbandige, deterministische TM, dessen Band in beide
e sei x das Eingabewort; Simulation ist uniform fiir jedes x

Richtungen unbeschrinkt ist 3 einbindige, deterministische TM M’,

e erste Band von M wird immer nur Eingabe x enthalten sodass L(M) = L(M)
e zweites Band simuliert Rechenvorgange von N e YV N nichtdeterministische TM, 3 deterministische TM M, sodass
o dritte Band adressiert den aktuellen Pfad L(M) = L(N)
Simulation fiir einen Pfad Satz
Anfangs enthalt Band 1 von M das Eingabewort x die folgenden Erweiterungen von Turingmaschien verindern die
Bander 2 und 3 sind leer Ausdrucksfihigkeit nicht:

Kopiere den Inhalt von Band 1 auf Band 2

Verwende Band 2, um die Rechenschritte von N auf x zu simulieren
Bei nichtdeterministischen Entscheidungen: siehe Band 3

Nichtdeterminismus

mehrere Bander

mehrere Lese/Schreibkdpfe
Ersetze das Wort auf Band 3 durch den nachstgréBeren in der
graduiert-lexikographische Ordnung |

zweifach unendliches Band

Klasse der rekursiven, rekursiv aufzahlbaren Mengen wird nicht verandert
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Universelle Turingmaschinen

Kodierung
TMs konnen kodiert werden indem alle notwendigen Informationen als
Worter tiber {0, 1} dargestellt werden:

Anzahl der Zustande
Ubergangsfunktion
Eingabe- und Bandalphabet

Beispiel einer Kodierung
sei M= (Q,X, I, 1.0,s,t,r) eine TM; Kodierung iiber Alphabet {0,1}

0"10m1010°10t10"10“10v1

entspricht Q = {0,...,n—1}, T ={0,...,m—1}, ¥ ={0,..., k — 1},
(k < m), s Startzustand, t akzeptierend, r verwerfend, v linken
Endmarker, v das Blanksymbol
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Konstruktion einer UTM

Simulation
U kontrolliert Korrektheit der Codes; wenn inkorrekt, verwirft U
U simuliert M mit 3 Bandern auf der Eingabe x
e Band 1 enthélt die Beschreibung von M
e Band 2 enthilt das (dekodierte) Eingabewort x
e Band 3 enthilt (simulierten) Bandinhalt des Bandes von M

wenn M jemals auf der Eingabe x halt, halt U ebenfalls und akzeptiert
beziehungsweise verwirft entsprechend

Konvention
wir schreiben

L(U) = {Mix | x € L(M)}
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| Universelle Maschinen ~  |unierselle Maschinen ]

Kodierung (Fortsetzung) )
Betrachte M = (Q, %, I, 1,4, s, t, r) und kodiere die Ubergangsfunktion
o(p,a) = (q, b,d)
0P10710910°1 1
~~
Richtung d

Beobachtung
Kodierung muss injektiv sein, aber nicht notwendigerweise bijektiv

Definition
eine TM U heiBt universell, wenn U bei Eingabe
e des Codes "M einer TM M

e und des Code "x ' einer Eingabe x fiir M
U die TM M auf x simuliert, das heiBt
L(U) ={"M4"x" | x € L(M)}

UTM
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Definition

definiere Halteproblem und Zugehorigkeitsproblem von TMs
HP := {Mfx | M hilt bei Eingabe x}
MP := {Mix | x € L(M)

Definition
o M, ist TM (mit Eingabealphabet) {0, 1}
deren Code (mit Kodierungsalphabet {0,1}) gleich x

e wenn x kein Code, definiere M, beliebig

Aufzahlung aller Turingmaschinen
M, Mo, My, Moo, Mo1, Mio, Mooos - - -
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Matrix aller TMs auf allen Eingaben
11 000 001 010
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Diagonalisierung
die dem Komplement der Diagonale entsprechende Sprache
wird von keiner der TMs akzeptiert

M, Mo, M1, Moo, Moz, Mo, Mooo, - - -
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Satz
HP ist nicht rekursiv, aber rekursiv aufzahlbar

Beweis
wir zeigen Nicht-Rekursivitat
angenommen 3 totale TM K, sodass HP = L(K)

Definition
D

v

M, 8x

D halt auf x < K verwirft M, fix Definition von D

& M, halt nicht auf x Definition von K

Verhalten von D verschieden von jeder TM M, in der Aufzdhlung;
Widerspruch

O
t
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Diagonaliserungsmaschine

| Unentscheidbarkeit des Halteproblems ~ |[Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Behauptung
die dem Komplement der Diagonale entsprechende Sprache
wird von keiner TM akzeptiert

Beweis
sei ¥ D {V/,O} ein Alphabet
S0, S1, 2, - . . eine Folge unendlicher Wérter iiber {v', O}

50 = 500501502503504 - - -
51 = 510511512513514 - - -

51 = 520521522523524 - - -

d,,z{

Diskrete Mathematik

dann ist die Folge
O wenn sy, =V

v owenn sy, = O

eine neue Folge
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Satz
Menge MP ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht rekursiv

Beweisskizze
e um zu zeigen, dass MP r.e. ist definiere UTM U
die bei Eingabe Mfix, TM M auf x simuliert, U akzeptiert, wenn M
akzeptiert

e um zu zeigen, dass MP nicht rekursiv ist, verwende Reduktion vom
Halteproblem
sei K eine totale TM, die MP entscheidet,
definiere L (totale) TM, die HP entscheidet:

L

Mt x tranf. M

N = M[r — t]

v
-~
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| Folgerungen
Satz
jede rekursive Menge ist rekursiv aufzahlbar

aber nicht jede rekursiv aufzdhlbare Menge rekursiv

Beweis
nach Definition ist jede rekursive Sprache auch rekursiv aufzilhbar; MP
(HP) ist rekursiv aufzihlbar, aber nicht rekursiv |

Satz
es kann kein Testprogramm fiir “hello-world” Programme geben

Beweisskizze
Reduktion vom Halteproblem [ |

Satz
die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

das Postsche Korrespondenzproblem

ist eine beliebige Sprache regular?
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