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\Vorwort

Die Inhalteder LehrveranstaltungDiskrete Mathematik 1* sind

e wohlfundierte Induktion

e Graphen und Baume

e Grundlagen des Abzahlens
e elementare Zahlentheorie.

Die Zieledieser Lehrveranstaltung sind

e der Aufbau eines Grundwissens uUber formale Technikenesowi
e die Vermittlung eines methodischen Vorgehens bei der hgswon
Problemen.

In der Software-Entwicklung angewandt konnen diese Tieimin der
Schwester-Lehrveranstaltupélgorithmen und Datenstrukturen® werden.

Das vorliegende Skriptum soll den Horerinnen und Horexn \drle-
sung das Mitschreiben erleichtern und Zeit zMitdenkenschaffen. Das
Skriptum enthalt alle Definitionen und Satze der Vorlaeguaber fast kei-
ne vollstandigen Beispiele. In der Vorlesung werden diéiriiteonen mo-
tiviert, die wesentlichen Ergebnisse ausfuhrlich édéuund Rechenver-
fahren in konkreten Beispielen vorgefiihrt. Daher ist e&eSkriptum als
Grundlage, aber nicht als Ersatz fur eine Vorlesungsimiitzu verstehen.

Bedanken mochte ich mich bei Herrn Kristian Kuhnert fie Kiitische
Durchsicht des Skriptums.
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KAPITEL 1

Grundlagen

1. Formales Beweisen

1.1. Wozu exakte Definitionen ?
Alle Begriffe der diskreten Mathematik werden aus den Bésgri, Menge
und,, Abbildung* abgeleitet, z.B.

Numerierung, Ordnung, Graph, Wort .

Dem Nachteil des Aufwandes fur die exakte Definition stefolyende Vor-
teile gegenuber:

e Reduktion auf das Wesentliche
e Gleichheit mit ja oder nein entscheidbar
e Programmierung naheliegend

ey

DTOLDT

1.2. Wozu Beweise ?

e Mit einem ausformulierten Beweis kann man sich selbst odslieK
gen uUberzeugen, dass richtig Uberlegt wurde. Oft stielt srst im
Beweis an Hand der Argumentationskette heraus, dass gewoss
aussetzungen fehlen oder tiberflissig sind.

e Durch das Studium von Beweisen trainieren Sie das logisemken
und werden befahigt, eigene Ideen korrekt zu formuliemghdurch
einen Beweis zu verifizieren.

e Beweise fuhren oft zu programmierbaren Verfahren, weilainzel-
nen Schritte im Beweis so klein sind, dass sie leicht in enogiRm-
miersprache Ubertragen werden konnen.

1



2 1. GRUNDLAGEN

1.3. Deduktive Beweise.
Ein deduktiver Beweibesteht aus einer Folge von Aussagen, die von ei-
ner Hypothesezu einerKonklusionfuhren. Jeder Beweisschritt muss sich
nach einer akzeptierten logischen Regel aus den gegebaktmider aus
vorangegangenen Aussagen ergeben. Der Aussage, dasdgiieleoBe-
weisschritte von einer Hypothebkzu einer Konklusiork fuhrt, entspricht
der Satz:

WennH, dannK.
» Wenn-dann“-Satze konnen auch in anderer Form auftreten.

WennH gilt, folgt darausK.
H nur dann, weniK.

K, wennH.

H impliziertK.

Die Aussage

H impliziertK
und ihreKontraposition
(nichtK) impliziert (nichtH)
sind aquivalent, dh. aus dem einen Satz folgt der andereuargekehrt.
Statt zu zeigen, dass die Aussafielie Aussag& impliziert, ist es manch-
mal leichter zu beweisen, dass die Negation ¥oulie Negation vorH
impliziert.
Gelegentlich finden wir Aussagen der Form
F genau dann, wen@.
Andere Varianten dieses Satzes sind etwa:

e F dann und nur dann, wer.
e F ist aquivalent z(G.

» Genau dann, wenn*“-Aussagen konnen bewiesen werden, indgrowei
Behauptungen zeigt:

e ,F,wennG", d.h. Gimpliziert F.
e , F nurdann, weniG*, d.h. F impliziert G.

1.4. Beweisformen.
Im Folgenden gehen wir auf drei haufig auftretende Bewgigjpien ein.

1.4.1. Beweise von MengeninklusioneBeienA und B Mengen. Um
die Teilmengeneigenschaft (Inklusion)

ACB
zu zeigen, geniigt es nach der Definition, die folgendlenn-dann“-Aussage
zu beweisen:
Wennx € A, dannx € B.
Die Gleichheit von Mengen And B kann bewiesen werden, indem man
zweiBehauptungen zeigt:

e Wennx € A, dannx € B.
e \Wennx € B, dannx € A.
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1.4.2. Widerspruchsbeweise (indirekte Beweise).
Um zu zeigen, dass aus einer Hypothkisdie KonklusionK folgt, benut-
zenWiderspruchsbeweistas folgende Schema:

Hypothese Negation der Konklusion
Widerspruch
Konklusion

1.4.3. Widerlegung durch ein Gegenbeispiel.
Wenn SatzallgemeinéAussagen behandeln, gentigt es, die Aussage fur be-
stimmte Werte zu widerlegen, um den Satz zu widerlegen.daatiSitua-
tion haben wir dann eiGegenbeispiegjefunden. Gegenbeispiele kdnnen
auch verwendet werden, um allgemein gefasste Aussagen iseinau-
schranken, dass sie dann als Satz gezeigt werden konnen.

1.5. Induktive Beweise.
Aus der Lehrveranstaltungeinfuhrung in die Mathematik 1“ ist d&rin-
zip der vollséndigen Induktiorbekannt:

Seim eine fest gewahlte naturliche Zahl, zifa.= 0 oderm = 1. Eine
AussageA(n) soll fur alle naturlichen Zahlem > m gezeigt werden. In
diesem Fall gehen wir wie folgt vor:

e INDUKTIONSBASIS. Wir zeigen, das# fur den Basiswenn gilt.
e INDUKTIONSSCHRITT. Wir zeigen, dass fur alle > mausA(n) auch
A(n+ 1) folgt.

Nach Satz 16 vor] gilt dannA(n) fur alle n > m.
In einigen Beispielen sind folgendaweiterungemutzlich:
e Es gibt mehrere Basiswerte

A(m), A(m+1),...,A(l),

und wir setzen im Beweis des Induktionsschritts> | voraus. Da
manA(m), A(m+1), ..., A(l) eigens zeigt und dam#(n) impli-
ziert A(n+1) fur n=mm+1,...,1 — 1 bewiesen ist, folgt diese
Erweiterung aus der Urform durch Umgruppieren.

e UmA(n+ 1) zu beweisen, kdnnen als Hypothesen alle Aussagen

A(m),A(m+1),...,A(n)

verwendet werden. Diese Erweiterung folgt aus der Urformchiu
Wechsel von den Aussagéin) zu den Aussagen

B(n) := A(m) AA(M+1) A...AA(N),
weil B(m) = A(m) ist undB(n) impliziert B(n+ 1) aquivalent zu
A(M) AA(M+1)A...AA(N) impliziert A(n+1)
ist.
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Diese Erweiterungen des Prinzips der vollstandigen Itidokstellen Er-
weiterungen in der Anwendbarkeit des Prinzips dar, fugeer aler Be-
weisstarke des Prinzips nichts hinzu. Eine echte Erweitgder Beweis-
kraft bringt die wohlfundierte Induktion im Abschnkt

2. Wachstum von Funktionen und asymptotische Notation

Um die Grol3e von Datenmengen oder die Laufzeit von Algoréh in
Abhangigkeit von der Grol3e der Eingabe asymptotisch stiztzen, ver-
gleicht man ihr Wachstum mit jenem bekannter FunktioneasBiFunktio-
nen haben als Definitionsbereiche eine Menge naturlicableh der Form

{,0+1,0+2,...}
mit ¢ € N. Als Wertebereiche verwendet wir die reellen Intervalle
[0,00) :={xe€ R | x>0} bzw. (0,0):={xe R |x>0}.

Definition 1.1: (asymptotische Notation)
Seig: {(,{+1,¢+2,...} —[0,00) mitl{e N.
(1) (GroR3-0)
Die Menge (g) umfasst alle Funktionen

filkk+Lk+2..}—[0,0) mit ke N,

fur die eine positive reelle Zahd und eine naturliche Zahh mit
m > k undm > /¢ existieren, sodass fur alle naturlichen Zahhemit
n>m
f(n)<c-g(n)
gilt. In Kurzform ist f € O(g), wenn fur hinreichend groRe Argu-
mente der Funktionswert vohdurch ein konstantes Vielfaches des
Funktionswerts voig nach oben beschnktist.
(2) (GroR-Omega)
Die MengeQ(g) umfasst alle Funktionen

fi{kk+1,k+2,...} -[0,00) mit ke N,

fur die eine positive reelle Zald und eine nattrliche Zahh mit
m > k undm > /¢ existieren, sodass fur alle naturlichen Zahtemit
n>m

f(n) >c-g(n)

gilt. In Kurzform ist f € Q(g), wenn fur hinreichend groRe Argu-
mente der Funktionswert vohdurch ein konstantes Vielfaches des
Funktionswerts voig nach unten beschnktist.

(3) (Gro3-Theta)
Schliel3lich ist

9(g) :=0(g)NQ(g).
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Satz 1.1: (Limes-Kriterium fur Gro3-O und Grof3-Omega)
Seien f:{k,k+1,...} —[0,0) und g: {¢,/+1,...} — (0,0). Dann gilt
f(n)

feO & limsup—< < o«
(9) msup o)
und

f€Q(g) < liminf () > 0.

N g(n)

Beweis: Wennf(n) < c-g(n) fur hinreichend grof3a gilt, dann ist
limsup,_« ;( ; < c. Wenn umgekehrs:= limsug,_.. g( 3 < oo ist, dann

gilt ﬁ < s+ 1 fur hinreichend grof3e. Details findet man in].

Beispiel 1.1: Seip(n) eine Polynomfunktion im vom Gradd mit Leitko-
effizientc > 0. Dann ist
Py _ c-ndycp-nd=14 4y 1 1

Iim —% = lim (c+cg-— C C
n—oo nd n—oo nd n—>oo( + 1 + + d d>

und somitp(n) € ©(n).

Definition 1.2: (Klein-0)
Seienf : {k.k+1,...} - [0,00) undg:{¢,¢+1,...} — (0,00). Dann ist
f € 0(g), wenn

d.h. asymptotisch ist vernachlassigbar gegenulger

Beispiel 1.2: In der Hierarchie bekannter Funktionen
1<loglogn<logn<n<nlogn<n’<n®<2"<3"<nl <n"

wird f < g fur f € o(g) geschrieben.

3. Aquivalenzrelationen

Aquivalenzrelationen werden verwendet, um ahnliche Kibjin Klas-
sen zusammenzufassen und damit Datenmengen zu reduzieren.

Definition 1.3: (Relation)
SeiM eine Menge. Eine Teilmendgg® von M x M heil3t eineRelation auf
M. Eine RelatiorR aufM heil3t

o reflexiy wenn fur allexe M (x,x) € R gilt,
e irreflexiv, wenn fur keirxe M (x,X) € R qilt,
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e symmetrischwenn fur allex,y € M aus(x,y) € R auch(y,x) € R
folgt,

e antisymmetrischwenn fur allex,y € M aus(x,y) € Rund (y,x) € R
folgt, dassx =y ist,

e transitiv, wenn fur allex,y,z€ M aus(x,y) € Rund(y,z) € R folgt,
dass auclix,z) € Rist.

Definition 1.4: (Aquivalenzrelation)
Eine Aquivalenzrelatiorauf M ist eine reflexive, symmetrische und transi-
tive Relation auM.

Definition 1.5: (Aquivalenzklasse)
Sei ~ eineAquivalenzrelation auf. Elemente,y € M heil3eraquivalent
wenn (x,y) e~ ist. Man schreibt dann kurx ~y . Firx € M heif3t die
Menge

{yeM|x~y}
die Aquivalenzklasse von Rie Elemente einekquivalenzklass& heissen

die Repiasentantervon K. Ein Repiasentantensystewon ~ ist eine Teil-
menge vorM, die aus jedeAquivalenzklasse genau ein Element enthalt.

Beispiel 1.3: Tupel(x1,X2,...,X,) und (y1,Y2,...,Yn) reeller Zahlen seien
aquivalent, wenn sie durch Umordnen der Komponenten amgier tber-
gefuhrt werden konnen, d.h. wenn es eine Permutatiof, gibt mit

Yi = Xs(i) furi=1,2,...,n.
Dann ist die Menge aller monotonen Tupel
{(X1, %2, -, %) € R" [ xg <% < ... < X}

ein Reprasentantensystem.

Satz 1.2: (Aquivalenz entspricht Gleichheit déquivalenzklassen)
Sei R eineAquivalenzrelation auf M. Dann sind Elemente von M genau
dannaquivalent, wenn ihrdquivalenzklassen gleich sind.

Beweis: Seierx,z € M. Wenn dieAquivalenzklassen vow und z gleich
sind, dann ist nach Definition déwquivalenzklasse ~ z.

Sei umgekehrk ~ z. Da R symmetrisch ist, ist auch ~ x. Wenny ein
Element defAquivalenzklasse vom ist, dann istx ~ y. DaR transitiv ist,
folgt darausz ~ y, also isty auch ein Element de?iiquiva!enzklasse VOR.
Daher ist dieAquivalenzklasse vor eine Teilmenge deAquivalenzklasse
von z. Analog zeigt man die andere Inklusion.
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Satz 1.3 : (Abbildungen lieferiAquivalenzrelationen)
Sei f: M — N eine beliebige Abbildung. Dann wird durch

X~z f(x)=1(2)

eine Aquivalenzrelation definiert. Didquivalenzklassen sind die Urbild-
mengen
fHy) = {xeM|f(x) =y}
mity e f(M). )
Anschaulich kann man sich diese Konstruktion Yauivalenzklassen

als das, Zusammenfassen aller Objekte mit dem gleichen Merkmal*
stellen.

Beweis: Offensichtlich ist- reflexiv, symmetrisch und transitiv. Flr ein
Elementx ausM ist die Aquivalenzklasse vor die Menge aller Elemente
ausM mit dem gleichen Bild, d.hf ~1(f(x)).

Definition 1.6 : (Partition)

Sei M eine Menge. EindPartition von M ist eine Menge von paarweise
disjunkten nichtleeren Teilmengen v, deren Vereinigung gan¥l ist.
Diese Teilmengen nennt man dann Biéckeder Partition.

Satz 1.4 : (Aquivalenzrelationen und Partitionen entsprechen sich)
Sei M eine Menge.

(1) Sei P eine Partition von M. i Elemente x und y von M sei
X ~ Yy genau dann, wenn x und y im gleichen Block von P liegen.
Dann ist~ gineAquivaIenzreIation auf M.
(2) Sei R eineAquivalenzrelation auf M. Dann ist die Menge P aller
Aquivalenzklassen bigglich R eine Partition von M.
(3) Die Abbildungen
P—~ aus(l) und R— P aus(2)
sind zueinander invers.

Beweis: (1) Man wendet Satkz3 an auf die Abbildungf : M — P, die
einem Elemenk vonM jenen BlockB von P zuordnet, in denx liegt.
(2) DaRreflexiv ist, liegt jedes Elemente M in derAquivalenzklasse von
X, also ist dieM die Vereinigung alleAquivalenzklassen.
Wenn dieAquivalenzklassen vore M undz € M nicht disjunkt sind, dann
gibt es einy € M mit

X~yundz~y.
DaR symmetrisch ist, gilt aucki ~ z. DaR transitiv ist, folgt daraug ~ z
Nach Satz.2 sind dann dieAquivalenzklassen vor undzgleich.
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(3) Wenn man von einer PartitidA ausgeht, dieﬁquivalenzrelation,im
gleichen Block® nimmt und dazu die Partition Aquivalenzklassen bil-
det, dann erhalt man die Partitihzurtick. Wenn man umgekehrt von ei-
nerAquivalenzrelatiorR ausgeht, die Partition iAquivalenzklassen nimmt
und dazu die Relatiofim gleichen Block* bildet, dann bekommt man nach
Satz1.2 die AquivalenzrelatiorR zuriick.

4. Partielle Ordnungen

Ordnungen erlauben, Datenmengen hierarchisch zu streiear

Definition 1.7 : (partielle Ordnung)
SeiM eine Menge. Eindpartielle) Ordnung Rauf M ist eine reflexive,
antisymmetrische und transitive Relation &dif In diesem Fall schreiben
wir statt(x,y) € Rkurzer
x <y (Sprechweise; x ist kleiner oder gleicly*).
Wir schreiben
X <y (Sprechweise; x ist kleiner alsy*),
wennx < y undX # y ist, und nennex einenVorgangervony undy einen
Nachfolgervon x. Statt x <y oder x <y schreiben wir aucty > x bzw.
y > X. Eine Ordnung< auf M heissttotal (linear), wenn fur je zwei ver-
schiedene Elementey € M entwederx < y odery < x gilt. WennR eine
partielle oder totale Ordnung auf einer Merigast undN eine Teilmenge
von M ist, dann ist
RN (N xN)
eine partielle bzw. totale Ordnung anf

Beispiel 1.4 : Die natirliche Ordnungauf Z, definiert durch
x <y genau dann, weny—x € N ist,
ist eine totale Ordnung.

Beispiel 1.5: Eine Zahlm € N teilt eine Zahln € N , wenn es eine Zahl
p € N gibt, sodass

n=m-p.
Die Teilbarkeitsordnun@uf N ist eine partielle, aber keine totale Ordnung
auf N.

Beispiel 1.6: SeienMy, Mo, ..., M partiell geordnete Mengen. Fir Tupel
X=(X1,X2,..., %) undy = (y1,¥2,...,¥k) in My x Mz x ... x Mg sei

x<y genaudann,wennx <y; furallei=1,... k.
Die so definierte partielle Ordnung heil3t diemponentenweise Ordnung
aufMq x My x ... x M.
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Definition 1.8 : (Potenzmenge)
SeiM eine Menge. Die Menge aller Teilmengen Vdn
PM)={T|TCM}
heil3t diePotenzmengeonM . Furk € N bezeichne
PcM):={T|TCM und AT) =k}

die Menge allek-elementigen Teilmengen vdvl. Dann ist die Teilmen-
genrelation odeinklusion
SCT

eine partielle Ordnung adt(M).

Definition 1.9: (Verfeinerung und Vergberung von Partitionen)
SeiM eine Menge. Fur PartitiondhundQ von M sei

P<Q

genau dann, wenn jeder Block véxiTeilmenge eines Blocks va@ ist. In
diesem Fall ist fur jeden Block € Q die Menge

{SeP|SCT}

eine Partition vonT. WennP < Q ist, dann heil3P feinerals Q und Q
groberalsP.

Satz 1.5: (Morgangerrelation)
Sei M eine Menge.

(1) Wenn< eine partielle Ordnung auf M ist, dann ist die VVamperre-
lation < irreflexiv und transitiv.
(2) Wenn R eine irreflexive und transitive Relation auf M ist,rdeuird
durch
X<y & XRyvVx=y
eine partielle Ordnung auf M definiert.
(3) Die Abbildungen
<—< aus(l) und R— < aus(2)
sind zueinander invers.

Eine partielle Ordnung kann daher audber eine irreflexive und transitive
Relation definiert werden.

Beweis: (1) Nach Definition gilk < y genau dann, wenn <y undx #y.
Somitist< irreflexiv. Um die Transitivitat vor< zu zeigen, seier y,ze M
mit X < y undy < z Aus der Transitivitat vor< folgt x < z. Wegen der An-
tisymmetrie von< kannx nicht gleichz sein. Daher isk < z

(2) Nach Definition isk reflexiv. Um die Antisymmetrie VOr zu zeigen,
seienx,y € M mit x <y undy < x. Wennx # y, dann warexRyund yRx
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wegen der Transitivitat vVOR somitxRx was der Irreflexivitat vofR wider-
spricht. Daher muss=y sein. Um die Transitivitat vor. zu zeigen, seien
x,¥,z€ M mitx <yundy < z Wennx =y odery = zist, dann folgtx < z.
Andernfalls istxRyundyRz wegen der Transitivitat voR somitxRzund
x<z

(3) Wenn man von einer partiellen Ordnugcausgeht, dann bekommt man
durchx <y Vv x=y die partielle Ordnung <y zuriick. Wenn man von
einer irreflexiven und transitiven Relatidghausgeht, dann bekommt man
durchx <y A x#Yy die RelationR zurtck.

Beispiel 1.7 : Die Relation f € o(g) ist irreflexiv und transitiv und kann
daher suggestiv al$ < g wie in Beispiell.2geschrieben werden.

Definition 1.10: (kleinste, gbR3te, minimale, maximale Elemente)
Sei< eine partielle Ordnung auf einer Menlyke Ein Elemenix € M heisst

e kleinstes Elementon M , falls x kleiner als alle anderen Elemente
vonM ist, d.h. fur alley € M mity # xistx <,

e grofdtes ElementonM , fallsx grof3er als alle anderen Elemente von
M ist, d.h. fur alley € M mity # xisty < X,

e minimales Elementon M, falls kein anderes Element vd kleiner
alsxist, d.h. fur alley € M mit y # x ist nichty < x,

e maximales ElemenbnM , falls kein anderes Element vish grofder
alsxist, d.h. fur alley € M mit y # xist nichtx < y.

Beispiel 1.8: Sei < eine totale Ordnung al¥ und seix € M. Dann istx

kleinstes Element voM genau dann, wenr minimales Element voiv

ist. Analog istx gro3tes Element voM genau dann, wenr maximales
Element voriVi ist.

Satz 1.6: (Uber kleinste, grof3te, minimale, maximale Elemente)
Sei< eine partielle Ordnung auf einer Menge M .

(1) Wenn ein kleinstes Element von M existiert, dann ist es atigle
bestimmt und das einzige minimale Element von M .

(2) Wenn ein gdl3tes Element von M existiert, dann ist es eindeutig be-
stimmt und das einzige maximale Element von M .

(3) Wenn M endlich ist, dann gibt es zu jedem Element\ ein mini-
males Element w M mit w < x und ein maximales ElementzM
mit x < z.

(4) Wenn M endlich ist und nur ein minimales Element besitztndsin
dieses Element das kleinste Element von M.

(5) Wenn M endlich ist und nur ein maximales Element besitzt) d&tn
dieses Element das @gte Element von M.
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Beweis: (1) Wenn sowol als auchw kleinste Elemente vol! sind, dann
istw < x < w und somitw = x. Wennx das kleinste Element vay ist und
y ein beliebiges Element vav mit y < x ist, dann isty < x <y und somit
y=X

(2) beweist man analog.

(3) Wir zeigen nur die Existenz eines minimalen ElementsniVeselbst
minimal ist, kann marw = x wahlen. Andernfalls gibt es eixy € M mit

X1 < X. Wennxz nicht minimal ist, dann gibt es ei» € M mit xo < Xp, USW.
Da

X> X1 > Xo > ...

verschiedene Elemente vbhsind, erreicht man nach endlich vielen Schrit-
ten ein minimales Element, mit x, < X.
(4) und (5) folgen aus (3).

5. Die wohlfundierte Induktion

Definition 1.11: (wohlfundierte Menge)
Sei< eine partielle Ordnung auf einer Menlye Eine Folge(xg, X1, X2, . . .)
von Elementen itM heil3t einaunendliche absteigende Ketfalls

Xo>X1>Xo> ...,

Man nennt< wohlfundiert wenn es keine unendlichen absteigenden Ketten
in M gibt.

Beispiel 1.9: Sei f : M — N eine beliebige Abbildung. Dann wird durch
X<y & f(x)<f(y)

eine wohlfundierte Ordnung ai definiert.

Satz 1.7 : (Existenz minimaler Elemente)

Sei< eine partielle Ordnung auf einer Menge M. Dann{stvohlfundiert
genau dann, wenn jede nichtleere Teilmenge von M ein miagriEkement
besitzt.

Beweis: Sei< wohlfundiert und seN eine nichtleere Teilmenge vavi.

Dann gibt es ein Elemeng in N. Wennxy minimal in N ist, ist man fertig.
Andernfalls gibt es ein Elemert € N mit x; < Xp. Wennxy nicht minimal
ist, dann gibt es eir; € N mit X < X7, usw. Wegen

Xo>X1 >Xo> ...

erreicht man nach endlich vielen Schritten ein minimalesyantx,.
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Um die umgekehrte Richtung zu beweisen, nehmen wilMagei nicht
wohlfundiert. Dann gibt es eine unendliche absteigendé&Ket

Xo>X1>Xo> ...,

und die nichtleere Teilmend¥ = {Xo,X1,%p, ...} hat kein minimales Ele-
ment.

Satz 1.8: (Grundlage der wohlfundierten Induktion)
Sei< eine wohlfundierte Ordnung auf einer Menge M, und sei W egile T
menge von M mit folgenden zwei Eigenschaften:

e W entfalt alle minimalen Elemente von M.
e Wenn {ir ein nicht-minimales Element x in M alle Va@ngger in W
liegen, dann liegt auch x in W.

Dann ist W= M.

Beweis: Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis und nehmedass/N #
M ist. Dann ist die Menge

N:={xeM|x¢W}

nichtleer und hat somit ein minimales ElemgniNach der ersten Eigen-
schaft vonW ist y kein minimales Element voll. Da alle Vorganger von

y in W liegen, folgt nach der zweiten Eigenschaft wdhder Widerspruch

yeW.

Folgerung : (wohlfundierte Induktion)

Sei< eine wohlfundierte Ordnung auf einer Menge M. Eine Aussdge A
soll fur alle Elemente x in M gezeigt werden. In diesem Fall gehenwe
folgt vor:

e INDUKTIONSBASIS: Wir zeigen, dass @n) wahr ist {r alle mini-
malen Elemente m von M.
e INDUKTIONSSCHRITT. Sei X ein nicht-minimales Element von M,
und sei Ay) wahr fur alle Vorganger y von x. Wir zeigen, dass auch
A(X) wahr ist.
Nach SatZ.8ist die Menge W aller Elemente Xyrfdie A(X) wahr ist, ganz
M.

6. Das Wortmonoid

Definition 1.12: (Alphabet)

SeiZ eine beliebige Menge, die im Folgenden Aiphabetund deren Ele-
menteZeichengenannt werden. Wir verwenden Ublicherweise lateinische
Buchstaben vom Anfang des Alphabets, um beliebige Elentagdlpha-
bets zu notieren.
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Beispiel 1.10:

e B ={0,1} ist dasbinare Alphabet

e {a,b,...,z} istdas Alphabet aller (lateinischen) Kleinbuchstaben

o { 1" #$,%&,...,” } ist das Alphabet der druckbaren ASCII-
Zeichen (siehe Anhang).

Satz 1.9: (Wortmonoid)
SeiZ ein Alphabet. Dann heif3t ein Tupel

<W07 e 7Wn—l) y

wobei ne N beliebig ist und w,...,wn_1 € Z sind, einWort (eine Zei-
chenkette, ein String) derdnge nuber dem Alphabek . Ublicherweise
schreiben wir kleine griechische Buchstaben oder Buclestalom Ende
des Alphabets, um ¥ter zu notieren. Bezeichne

5+
die Menge aller \irter iber dem AlphabeX . Fur Worter
V= (Vo,...,Vm-1) € Z* und w= (Wp,...,Wp_1) € Z*
ist die Verkettungoder Konkatenatiordefiniert als das Wort
vW:= (Vo,...,Vm_1,W0,...,Wh_1) € Z* .
Dann gilt far Worter u,v,w € Z* das Assoziativgesetz
(Uvw = u(vw),
und dadeere Worte = () ist das neutrale Element:
WE = EW=W.

Die Mengex* mit der Verkettung wird dag/ortmonoidiiber demAlphabet
> genannt. r die Langenfunktion

0:3— N, (Wp,...,Wp_1)— N,
gilt
(vw) =£4(v)+4(w) und /(g)=0.

Ublicherweise#sst man in den Wttern die Klammern und Beistriche weg,
weil keine Verwechslungsgefahr besteht. Insbhesondemewahdrter der
Lange 1 wie Zeichen des Alphabets geschrieben.

Beweis: Worter sind Tupel und damit Funktionen. Die anbetfén Worter
sind gleich, weil sie als Funktionen gleich sind.
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Beispiel 1.11:01101 ist ein Wort tber dem Alphabgd, 1} der Lange 5.
Furx=01101,y =110 undz= 10101 sind
Xy = 01101110
yx = 11001101
(xy)z = (0110111010101=0110111010101
X(yz = 011011101010} =0110111010101

Satz 1.10: (lexikographische Ordnung)
Sei< eine totale Ordnung auf . Fur Worter v,w € Z* sei

V <|exW,

falls ein ke N mit k< /(v) und k< ¢(w) existiert, sodass
Q) vi=w; fori=0,....k—1 und
(2) (¢(v) =k und ¢(w) > k) oder
((v) >k und ¢(w) >k und v < w)

ist. Dann ist<jgx eine totale Ordnung auf* und heil3tlexikographische
Ordnung

Beweis: Offensichtlich isk ey irreflexiv. Um die Transitivitat zu zeigen,
seienu,v,w € Z* mit

u<v und V< W.

Dann gibt es eitk € N mit k < ¢(u) undk < ¢(v) und
Q) uy=v fari=0,....k—1 und
(2) (4(u)y=k und ¢(v) > k) oder
(£(u) >k und 4(v) >k und uy < w)
sowie einl € N mit| < /¢(v) undl < ¢(w) und
Q) vi=w; fori=0,...,—1 und
(2) (¢(v)=1 und ¢(w)>1) oder
(¢(v) >1 und £(w) >1 und v <w) .
Dann gilt furm:= min(k,l) auchm < ¢(u) undm < ¢(w) und
@ u=w fori=0,....m—1 und
(b) (/(u)=m und ¢(w) >m) oder
((u) >m und ¢(w) >m und Un < Wn) ,
sodass! <jex Wfolgt. Um zu zeigen, dass|ex eine totale Ordnung ist, seien
V,Ww e Z* mit v # w . Dann existiert eirk € N mit k < ¢(v) undk < ¢(w),
sodass
@vi=w fari=0,...,k—1 und
(b) (4(v) =k und ¢(w) > k) oder(¢(v) >k und ¢(w) =k) oder
((v) >k und £(w) >k und v # w)
ist. Da< eine totale Ordnung auf ist, gilt somit entwedew <ex W oder
W<|exv .
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Beispiel 1.12 : In den meisten Programmiersprachen sind die Zeichen nach
dem ASCII-Code (siehe Anhang) total geordnet und die Zeikbtten nach
der lexikographischen Ordnung, z.B. mit der Funktstrcmp  von C.

Lemma 1.1: (graduiert-lexikographische Ordnung auf Wortern)
Sei< eine totale Ordnung auk. Fur Worter vyw € Z* sei

V <gradlexW ,

falls entweder/(v) < ¢(w) oder (¢(v)=¢(w) und v<jexW) ist. Dannist
<gradiex €ine totale Ordnung auk* und hei3tgraduiert-lexikographische
Ordnung

Beweis: Man prift die Irreflexivitat, Transitivitat uniibtalitat nach.

Definition 1.13: (formale Sprache)
Sei Z eine beliebige Menge. Eine Teilmenge vah heildt eineformale
Sprachéiber demAlphabetX .

Beispiel 1.13: Die formale Sprache der Palindrome tUber dem Alphabet
2 ={a,b} ist

{WoW1 ... Wn_1 | WoW1 ... Wn_1 = Wn_1Wn_2...Wo} =
{€,a,b,aa bb,aaa aba bab bbb aaaa abbabaah bbbh...} .

Beispiel 1.14 : Fur Alphabete mit mindestens zwei Buchstaben ist die lexi-
kographische Ordnung nicht wohlfundiert, weil

b >jex @b >jex @aab>|ex @a28b> ey . . .

eine unendliche absteigende Kette ist. Hingegen ist dauige-lexikographische
Ordnung auf einem endlichen Alphabet wohlfundiert.

Satz 1.11: (lex auf NX wohlfundiert)
SeiN mit der natirlichen Ordnung versehen. Dann ist die lexikographische
Ordnung auf der Meng&'* wohlfundiert.

Beweis: Wir fuhren eine Induktion Ub&r Die MengeN ist wohlfundiert.
Sei

X1 >lex X2 >lex - - -
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eine unendliche absteigende KetteNiff 1. Die Menge der ersten Kompo-
nenten dek; hat ein kleinstes Elememh = (x,)1 . Dann ist

Xn >lex Xn+1 >lex - - -

eine unendliche absteigende KettelNrf*! mit konstanter erster Kompo-
nentem, was der Wohlfundiertheit voiv ¥ widerspricht.

Beispiel 1.15 : Die lexikographische Ordnung auf der Menkjé ist wohl-
fundiert, obwohl z.B. das Pa&t,0) unendlich viele Vorgange(O,n) hat.
Daher bricht die Rekursion

m+1 fallsn=0

f(n,m):=<¢ f(n—1,1) fallsn>0undm=0

f(n—1,f(n,m—1)) sonst

nach endlich vielen Schritten ab. Die Funktion
A(n) := f(n,n)

heisstAckermannfunktionnd wachst sehr schnell.

7. Strukturelle Induktion

In der theoretischen Informatik ist man weniger an Induktiber naturli-
che Zahlen interessiert, sondern mehr an Induktion Ubektiren wie et-
wa Aussagen, arithmetische Ausdriicke oder Baume.

Definition 1.14: (induktive Definition einer Menge M)

e BAsIS: Man gibt ein oder mehr Elemente vihan.
e SCHRITT: Man spezifiziert, wie man neue Elemente \Mraus den
vorliegenden Elementen vavi bekommit.

Die MengeM besteht dann aus genau jenen Elementen, die man durch In-
duktionsbasis und ein- oder mehrmalige Anwendung des bimhgschritts
erhalt.

Beispiel 1.16: (Syntax der Aussagenlogik)

SeienEg, E, E3, ... Aussagen, die entweder wahr oder falsch sind. Diese
Aussagen werdeatomare Aussagegenannt. Die Menge aller Aussagen
ist dann als formale Sprache mit Hilfe degischen Symbole

®
L AN
° V

und derTrennzeichen

* (
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)
induktiv definiert:

(1) Die atomaren Aussagén, Ep, ... sind Aussagen.

(2) Ist A eine Aussage, so ist auckA eine Aussage. Die Aussagé\
heil3t dieNegationvon A.

(3) SindA undB Aussagen, so sind au¢A Vv B) und (AA B) Aussagen.
Die AussagéAV B) heil3t dieDisjunktionvon A undB, die Aussage
(A B) die Konjunktionvon A undB.

Satz 1.12: (Prinzip der strukturellen Induktion)
Die Aussage /) soll fur alle Strukturen x M, die induktiv definiert sind,
gezeigt werden. In diesem Fall gehen wir wie folgt vor:

e INDUKTIONSBASIS: Wir zeigen, dass &) fur die Basisstruktur(en)
x gilt.

e INDUKTIONSSCHRITT. Wir wahlen eine Struktur y, die rekursiv aus
Strukturen vy, yo, ..., Yk gebildet wird. Unsere Induktionshypothese
ist, dass Ay1),A(Y2),...,A(yk) wahr sind. Mit Hilfe der Induktions-
hypothese zeigen wir nuny.

Beweis: Wir definieren eine Abbildun§: M — N, welche die maximale
Anzahl der Schritte zahilt:

e Basis: Fur alle Basiselementec M sei f(x) =0 .

e SCHRITT: Wenny aus Strukturensy,yo, ..., Yk gebildet wird, sei

f(y) :=max{f(y1), f(y2),..., f(vi)} +1.

Dann wird durchx <y < f(x) < f(y) eine wohlfundierte Ordnung auf
M definiert, und wir konnen die strukturelle Induktion dueihe wohlfun-
dierte Induktion beweisen. Dazu nehmen wir an, dass BasiSahritt der
strukturellen Induktion erfullt sind.

Nach Konstruktion sind die minimalen Elemente genau died®ées
mente vonM, sodass auch die Basis der wohlfundierten Induktion krful
ist. FUr den Schritt der wohlfundierten Induktion semnicht minimal mit
A(z) wabhr fur allez < y. Dann wirdy aus Strukturenys,yo, ..., Yk gebildet.
Nach Definition vonf gilt y; <y fur allei. Somit sind alle Aussagei(y;)
wahr. Nach dem Schritt der strukturellen Induktion ist aA¢h) wahr. Aus
der wohlfundierten Induktion folgt schlief3lich die Gilkeit der Aussagen
A(X) fur allex € M.

Beispiel 1.17: Fur die zusammengesetzte Aussage
A= ((E1AE2) Vv -E2)
ergeben sich die Funktionswerte
f(El) =0, f(Ez) =0, f(El/\Ez) =1, f(—|E2) =1 und f(A) =2.



KAPITEL 2

Graphentheorie

1. Gerichtete Graphen

Definition 2.1: (gerichteter Multigraph)
Ein gerichteter Multigraph Ast gegeben durch

e eineEckenmengéoderKnotenmengek
e eineKantenmenge K
e zwei Abbildungen

g:K—E und z:K—E,

die jeder Kantek ihre Anfangsecke (&) bzw. ihreEndecke &) zu-

ordnen ¢ fur Quelle,z fur Ziel). Man nennt danik eine Kante von

q(k) nachz(k) .
Eine Eckec heil3tunmittelbarer Vorgngerder Ecked , wenn es eine Kan-
te vonc nachd gibt. Man nenntd dannunmittelbarer Nachfolgewvon c.
Schleifersind Kanten mit der gleichen Anfangs- wie Endecke. Kantein mi
den gleichen Anfangsecken und den gleichen Endecken heifatiel.
Fur eine Eckes heil3t die Zahl der Kanten mit Endec&eler Eingangsgrad
voneund die Zahl der Kanten mit Anfangseckéer Ausgangsgragone.
Wenn zusatzlich Abbildungen

a:E—M oder b:K—N

gegeben werden, dann heil3t der Multigragken-bzw. kantenbeschriftet
im SpezialfallM = R oderN = R ecken-bzw. kantenbewertet

Beispiel 2.1 : Sei ein gerichteter Multigraph gegeben durch die Eckenmen-
geE ={0,1,2,3} , die Kantenmeng& = {0,1,2,...,7} und die Abbil-
dungeng undz laut folgender Tabelle:

q(k) | z

N

NoOoUOMWNR O X
OWN WWN Kk Of=

WNNNRFRP PP OO

=
(o]
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Visualisiert kann dieser Graph durch folgendes Bild werden
5
(e (2)
3
7
Q 2
(o)
0

Beispiel 2.2 : Im synchronen Schaltwerk mit EingargAusgangy, einem
Nor-Gatter und einem Schieberegister der Lange 2

X
V —Y

y

w| Z

lauten die Gleichungen fur die binaren Signalfolgen

yt) = x(t)Vw(t)
wt+1) = z(t)
2(t+1) = y(t),

wobeit € N eine diskrete Zeit ist. Eine anschauliche Beschreibung des
Schaltverhaltens liefert das Zustandsdiagramm:

-
.
1/0

o/ |10 1/0 011

B — e

1/0



20 2. GRAPHENTHEORIE

Das Zustandsdiagramm ist ein gerichteter Multigraph mittttkenmenge
E = B2 und einer Kantenmendéc B®, wobeie= (e, e1) den Inhalt des
Schieberegisters beschreibt und

k= (Ko, K1, k2, ks, Ka, ks)
den momentanen Zustai(kp, ki ), die Eingabeky, die Ausgabés und den
Folgezustandkg, ks) angibt. Dann sind Quelle und Ziel

q(k) = (ko k1) bzw. z(k) = (ks,ks),
und
b(k) = (k2 ks)
ist die Beschriftung der Kanten durch Eingabe und Ausgabe.

Definition 2.2: (gerichteter Graph)

Ein gerichteter GrapHoderDigraph fur directed graph) ist ein gerichteter
Multigraph ohne parallele Kanten. Dann gibt es zu jedem Ejg&ar(c,d)
hochstens eine Kankes K mit q(k) = cundz(k) = d, und statt der abstrak-
ten Kantek wird haufig das Eckenpa#c, d) genommen.

Beispiel 2.3 : SeiR eine Relation auf einer Mendé . Dann ist degerich-
tete Graph der Relatiogegeben durch
e die Eckenmeng¥l
¢ die Kantenmeng®
e die Abbildungenq((x,y)) = x und z((x,y)) =Y.
Offenbar ist jeder gerichtete Graph der Graph einer Relatio
8 9

O i/. .

5
.\ >
®,

3
1@<«—@
\2
.<\.
o/ !

0

Definition 2.3: (Teilmultigraph, Teilgraph)
SeiG = (E,K,q,2) ein gerichteter Multigraph. Ein gerichteter Multigraph
G = (E,K’,d,Z) heilRtTeilmultigraphvonG, wennE’ CE, K’ CK und

qd(k)=q(k) und Z(k)=zk) furallekeK’.
Ein Teilgraphist ein Teilmultigraph der selbst Graph ist.
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Definition 2.4 : (Wege, starker Zusammenhang, Zyklen, Wuéetie, Batter)
Sei(E,K,q,z) ein gerichteter Multigraph, und seiend Ecken. Ein Tupel

(k07 kl, ceey kg_]_) c Kg

heil3t einWegvon ¢ nachd der Lange/, wenn es Eckerey, eq,...,e, gibt
mit eg=c, ¢ =d, und

dk) =& sowie z(k)=e,1 furi=0,1,....,/—1.

Die Eckeneg,e1,...,e sind dann eindeutig bestimmt, und man neegt
die Anfangseckee, die Endeckesowie e1,ey,...,e/_1 die Zwischenecken
des Weges. Firr jede Eckes E wird das leere Tupe() € K° derleere Weg
mit Anfangsecke end Endecke genannt.

Der gerichtete Multigraph heifstark zusammerdmgend wenn es von
jeder Ecke zu jeder anderen Ecke einen Weg gibt. Ein Weg beifich
wenn er nichtleer ist und die Ecken

€0,€1,---,€

paarweise verschieden sind bis auf die mogliche Ausnaéyeee, . Wenn
(ko,k1,...,k,—1) ein Weg vonc nachd ist undq = (hg,hg,...,hm_1) ein
Weg vond nacheist, dann ist dié/erkettung

(k07 k17 sty kf—l) h07 h17 sy hm—l)

ein Weg vonc nache. Ein Weg (ko,k1, ..., k,_1) hei3tgeschlosserwenn
Anfangs- und Endecke gleich sind. Ein nichtleerer gessaiosr Weg mit
paarweise verschiedenen Kanten wird ykel genannt. Der gerichteter
Multigraph hei3zyklenfreioderazyklischwenn es keine Zyklen gibt.

Ein Wurzelbaumnist ein gerichteter Graph, in dem es eine Ecke gibt,
von der zu jeder Ecke genau ein Weg fuhrt. Diese Ecke ist éardeutig
bestimmt und heil3t di®Vurzeldes Baumes. Insbesondere ist jeder Wur-
zelbaum zyklenfrei. Ecken eines Wurzelbaums vom Ausgaagdgnennt
manBlatter.

8 9
o L

\

le<— @ 4
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Lemma 2.1: (nichtleere Wege enthalten einfache Wege)
Sei G ein gerichteter Multigraph.

(1) Wenn es einen nichtleeren Weg p von der Ecke ¢ zur Ecke d gibt,
dann kann man aus p durch Weglassen von Kanten einen einfache
Weg von ¢ nach d erhalten.

(2) Jeder einfache geschlossene Weg ist ein Zykel.

Beweis: (1) Seierep,ey,...,¢e die Ecken des Wegeo, Ky, ...,k 1) von
¢ nachd. Wenn es Indizes, j miti < j unde = e gibt, dann fuihrt auch
der verkirzte Weg

(k07k17"‘7ki_17kj7“'7k€_1>

von c nachd. Wenni > 0 oderj < / ist, dann ist der verkirzte Weg nicht-
leer. Nach endlich vielen Verkiirzungen erhalt man einefaehen Weg
vonenachd .

(2) Seip ein einfacher Weg voe nache. Wenn zwei Kanten gleich sind,
dann waren auch ihre Anfangsecken gleich, was der Ein&thbn p wi-
derspricht.

Satz 2.1: (Adjazenzmatrix)

Sei (E,K,q,2) ein gerichteter Multigraph mit endlicher Ecken- und Kan-
tenmenge. Wir numerieren die Ecken alseg,...,e, 1. Dann heil3t die
Matrix Ae Z™",

Ajj:=#({keK|qkk)=¢ und Zk) =¢;}) furi,j=0,1,...,n—-1,

die Adjazenzmatrix(oder Nachbarschaftsmatiixdes Multigraphen. Er
i,j=0,1,....n—1und/ € N gibt

(A")ij

die Anzahl der Wege von ach g der Lange/ an.

Beweis: Fur =0 ist
Al =1,

und es gibt nur den leeren Weg. FHik= 1 erhalten wir die Definition. Fur
¢>1ist

(A)ij = Z}(Aﬁ_l)ir Aj -
r=

Nach Induktionannahme zatil‘~1);, alle Wege vorg nache der Lange

¢ —1, undA;j zahlt alle Kanten vor, nachej. Somit zahlt die Summe alle

Wege vorg nache; der Lange/.
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Satz 2.2: (transitive Hillle)
Sei R eine Relation auf einer Menge M und sei G der gerichteplGvon
R. Dannist

T :={(x,y) € M?| es gibt einen einfachen Weg von x nagh y

die kleinste transitive Relation, die R eatty und heisst di¢ransitive Hulle
von R.

Beweis: Offensichtlich ist die Relatioh transitiv und enthalt die Relation
R. SeiSeine transitive Relation mRC S. Wenn(x,y) € T ist, dann gibt es
einen einfachen Weg i@ von x nachy mit Zwischeneckem, 2, ...,z_1,
somit gilt

(Xx,27) €R, (zn,2) €R,..., (z_1,Y) € R,
daher auch

(X,z1) €S, (a,) €S,..., (Z-1,Y) €S,
und wegen der Transitivitat vdBauch(x,y) € S

Satz 2.3: (Algorithmus von Warshall)

Sei R eine Relation auf einer Menge M mit n Elementen und s&s Ad}
jazenzmatrix von R. Der folgende Algorithmus @{n®) Bitoperationen
Uberschreibt A mit der Adjazenzmatrix der transitiveillel von R .

Fur r von 0 bis n— 1 wiederhole:
Setze N=A.
Furivon 0 bis n— 1 wiederhole:
Far j von0 bis n— 1 wiederhole:
Falls Aj =0und Ar =1 und Aj=1,setze N =1.
Setze A=N.

Beweis: Furr € {0,1,...,n} sei B die Menge aller einfachen Wege im
Graphen vorR, die nur Zwischenecken aus der Menge,x1,...,X—1}
haben. Dann ist

e Py die Menge aller Kanten vo@, und
e P, ist die Menge aller einfachen Wege@

Sei nunr < n. Fur einen Weg in B 1 gibt es zwei Falle:

e X, ist keine Zwischenecke vop. Dannistpin B .

e X, ist eine Zwischenecke vop. Dann kann der Weg von e nachd
als Verkettung eines Wegesvon e nachx, und eines Wegeg von
X hachd geschrieben werden, die beideRnliegen.
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Farr=0,1,...,nsei
R :={(x,y) € M? | es gibt einen Weg i vonx nachy} .

Dann istRy = RundR; ist die transitive Hulle voiR. Der Algorithmus von
Warshall berechnet fir=0,1,...,n— 1 aus der Adjazenzmatrix var
die Adjazenzmatrix vor, 1 .

Beispiel 2.4: Fur die RelationR = {(0,2),(1,0),(2,1)} ist die transitive
Hille T = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}.

Definition 2.5: (Lange von Wegen, Abstand von Ecken)

SeiG ein gerichteter Multigraph mit einer nichtnegativen Kantewertung
b. Die Lange eines Wegego, k1, ...,k,_1) bezuglichbist die Summe der
Bewertungen seiner Kantén(Somit ergibt sich bei Einheitsbewertung der
Kanten die Langé ). Der Abstand von Eckeaundd ist die kleinste Lange
eines Weges voanachd, falls ein solcher existiert, uneb sonst.

Satz 2.4 : (Algorithmus von Floyd)

Sei G ein gerichteter Multigraph mit einer endlichen Eckenge E, einer
endlicher Kantenmenge K und einer nichtnegativen Kanteelteng b.
Wir numerieren die Ecken als

€0,€1,.--,8n-1.-

Sei B die nx n-Matrix mit den Eintagen

0 fallsi= |

min{b(k) | k Kante von enach g} fallsi## jund eine Kante
von g nach g existiert

() sonst.

Bij :=

Der folgende Algorithmus mid(n®) Rechenoperationeiiberschreibt die
Matrix B mit der Matrix der Eckenab&nde.

Fur r von 0 bis n— 1 wiederhole:
Setze N=B.
Fur i von 0 bis n— 1 wiederhole:
Fur j von 0 bis n— 1 wiederhole:
Falls By +Byj < Bjj, setze N = By +Bj .
Setze B=N.
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Beweis: Der Abstand der Eclezzu sich ist 0, der Abstand zu einer anderen
Ecked ist gleich der kleinsten Lange eines einfachen Wegesavmachd.
Wir verwenden dieselbe Idee wie im Beweis des AlgorithmusWarshall,
um die Wege im Graphen zu analysieren.

Furre{0,1,...,n} sei R die Menge aller einfachen Wege @& die
nur Zwischenecken aus der Men@®y, X1, ..., %1} haben. Dann ist

e Py die Menge aller Kanten voG, und
e P, ist die Menge aller einfachen Wege@

Sei nunr < n. Fur einen kirzesten Wagvone nachd in B, ;1 gibt es zwei
Falle:

e X, ist keine Zwischenecke vop. Dann istp ein kiirzester Weg von
enachd in P..

e X, ist eine Zwischenecke vop. Dann kann der Weg von e nach
d als Verkettung eines kiirzesten Wegegon e nachx, und eines
kiirzesten Wegesvonx, nachd geschrieben werden, die beideRn
liegen.

Der Algorithmus von Floyd berechnet fa= 0,1, ...,n— 1 aus den klein-
sten Langen von Wegen B die kleinsten Langen von Wegenhh, 1 .

Beispiel 2.5: Fur den gerichteten Graphen

OO

OO

erhalt man die Abstandsmatrix

8 8 8 ©
8 8 Or
8 omrnvw
oOwul o
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Definition 2.6 : (erreichbare Ecken

SeiG ein gerichteter Multigraph und s8ieine Teilmenge der Eckenmenge.
Eine Ecked von G heisstvon S erreichbgrwenn es einen Weg iG gibt
mit der Endeckel und der Anfangsecke i&.

Satz 2.5: (Nachfolgersuche)

Sei G ein gerichteter Multigraph mit endlicher Eckenmengend endli-
cher Kantenmenge K. Der folgende Algorithmus markiert afle einer
Startmenge S erreichbaren Ecken @it#(E) - #(K)) Operationen.

Markiere die Eckenin S.

Solange S nichtleer ist, wiederhole:
Wabhle eine Ecke e in S und entferne sie aus S.
Bestimme alle unmarkierten unmittelbaren Nachfolger vgn e

markiere sie und gebe sie zu S dazu.

Beweis: Da jede Ecke voB hochstens einmal ausentfernt wird, termi-
niert der Algorithmus. Eine Ecke ist genau dann von der Ecleserreich-
bar, wennd gleich e ist oderd von den unmittelbaren Nachfolgern ven
erreicht werden kann. Bei jeder Iteration bleibt in Zeilei@ Higenschaft
von Ecken,

markiert oder vors erreichbar zu sein,

gleich. Am Anfang bedeutet dies, von der Startmenge erpeichu sein,
und am Ende, markiert zu sein.

Beispiel 2.6 : Im gerichteten Graphen aus Beisp2eBsind alle Ecken von
der Startecke 0 aus erreichbar.

Satz 2.6 : (azyklische gerichtete Graphen legen Hierarchie auf E&dst)
Sei G ein gerichteter Multigraph.iF¥ Ecken e und d sei

d<e,

falls es einen einfachen Weg von d nach e gibt. Danrlisine partielle
Ordnung auf der Eckenmenge E genau dann, wenn G keine Zykbéite

Beweis: Die Relationc ist offenbar transitiv. Wen®s einen Zykel vone
nache enthalt, dann ise < e und < nicht irreflexiv. Wenn umgekehgt
nicht irreflexiv ist, dann enthafs einen einfachen geschlossenen Weg und
nach Lemm&.1auch einen Zykel.
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Definition 2.7 : (unmittelbarer Vorgnger bzw. Nachfolger)

Sei < eine partielle Ordnung auf einer Mend® und seierx undy Ele-
mente vonM mit x < y. Dann heil3ix ein unmittelbarer Vorgngervony
bzw.y ein unmittelbarer Nachfolgevon x, in Zeichen

X<y,

wenn es keirze M mit x < z<y gibt.

Beispiel 2.7: In der Potenzmenge vav ist eine MengeS unmittelbarer
\Vorganger einer Meng€& genau dann, wenn

T =SuU{x}
fur einx e M\ Sist.

Beispiel 2.8 : Eine PartitionP einer MengeM ist unmittelbarer Vorganger
einer PartitiorQ von M genau dann, wen@ ausP durch Vereinigen zweier
Blocke vonP entsteht.

Der folgende Satz zeigt, dass eine partielle Ordnung aef eindlichen
Menge durch den Graphen der unmittelbaren Vorgangeiwelaisualisiert
werden kann.

Satz 2.7: Sei< eine partielle Ordnung auf der endlichen Menge M und sei
G der Graph der unmittelbaren Voaggerrelation< auf M. Dann gilt fir

X,y € M genau dann XXy, wenn in G ein Weg von x nach y existiert, d.h.
< ist die transitive Hille von<.

Beweis: Wenn irnG ein Weg vonx nachy einer Lange/ existiert, dann ist
entweder = 0 undx =Yy, oder/ > 0 und

X1 <2<...y_1 XY,

sodass insgesami y folgt. Zur Beweis der umgekehrten Implikation sei-
enx,y € M mitx<y. Dafurx=yder leere Weg vor nachy fuhrt, konnen
wir x < yannehmen. Wir zeigen nun durch Induktion nach der Zahl der El
mente des Intervalls

Xy :={zeM|x<z<y},
dass es Elementg, . ..,z, € M gibt mit
X<2Z3<...<Z, <Y.

(21,22),...,(zn,y)) €in Weg inG von x nachy .
i

st offenbax < y.

Danniist((x,z),
)=2

Fur #[xy]
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Fur #([x,y]) > 2 gibtes einze M\ {x,y} mit
X<z<Yy.

Da die Intervallelx, z| und[zy] weniger Elemente alf,y| enthalten, exi-
stieren nach Induktionsannahme Elemeante. ., v, W1, ...,W, € M mit

X<V <. =W <Z<Wp < ... <W<Y.

2. Ungerichtete Graphen

Definition 2.8 : (ungerichteter Multigraph)
Ein ungerichteter Multigraphst gegeben durch

(1) eineEckenmengéoderKnotenmengeE
(2) eineKantenmenge K
(3) eine Abbildung

r:k — {{cd}|cdeE},
k — I’(k),

die jeder Kantek eine Menger (k) mit einer oder zweEndecken
zuordnet( fur Rand). Man nennt darneine Kante zwischen diesen
Ecken.

Eine Eckec heil3tNachbarder Ecked , wenn es eine Kante zwischemnind
d gibt. Man nennt eine Kante mit nur einer Endecke ehohleife Kanten
mit den gleichen Endecken heil3garallel. Fur eine Eckes heil3t die Zahl
der Kanten mit EndeckederGrad vone. Wenn zusatzlich Abbildungen

a:E—M oder b:K—N

gegeben werden, dann heil3t der Multigragken-bzw. kantenbeschriftet
im SpezialfallM = R oderN = R ecken-$bzw. kantenbewertet

Beispiel 2.9: Sei ein ungerichteter Multigraph gegeben durch die Ecken-
mengeE = {0,1,2,3} , die Kantenmeng& = {0,1,2,...,7} und die Ab-
bildungr laut folgender Tabelle:

r(k)
{0}
{01}
{1.2}
{1.3
{13
{2}
{23
{0.3

~N o ok WwDN PR OX
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Visualisiert kann dieser Graph durch folgendes Bild werden

WY

3

~
N

4

O
o

Definition 2.9: (ungerichteter Graph)

Ein ungerichteter Graphst ein ungerichteter Multigraph ohne parallele
Kanten. Dann gibt es zu jeder Eckenmerged} hochstens eine Kante
ke Kmitr(k) ={c,d}.

Beispiel 2.10: Eine symmetrische Relatio8 auf einer MengeM kann
durch den ungerichteten Graphen mit

e der Eckenmengi

e der Kantenmengég{x,y} | (x,y) € S}

e der Abbildungr({x,y}) = {x,y}
visualisiert werden. Offenbar ist jeder ungerichtete Grdpr Graph einer
symmetrischen Relation.

6 8

Definition 2.10: (Teilmultigraph, Teilgraph)
Sei G = (E,K,r) ein ungerichteter Multigraph. Ein ungerichteter Multi-
graphG' = (E’,K’,r’) hei3tTeilmultigraphvon G, wennE’' CE, K' CK
und

r'(k) =r(k) furallekeK’.
Ein Teilgraphist ein Teilmultigraph der selbst Graph ist.
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Definition 2.11: (Wege, Zusammenhang, Zyklerglér, Baume, Bétter)
Sei(E,K,r) ein ungerichteter Multigraph, und seierd Ecken. Ein Tupel

(Ko, kg, ..., ke_1) € K’

heif3t einWegvon c nachd der Lange/, wenn es Eckerey, ey, ...,e; gibt
mit &g =c¢, ¢, =d, und

rki) ={a,a4+1} furi=0,1,...,/—-1.

Die Eckeneg,ey,...,e sind dann eindeutig bestimmt, und man neegt
die Anfangseckee, die Endeckesowie e1,e,...,e/_1 die Zwischenecken
des Weges. Firr jede Eckes E wird das leere Tupel) € K° derleere Weg
mit Anfangsecke end Endecke genannt.

Der ungerichtete Multigraph heiBusammerdmgendwenn es von je-
der Ecke zu jeder anderen Ecke einen Weg gibt. Ein Weg le@iftach
wenn er nichtleer ist und die Ecken

€0,€1,---,€

paarweise verschieden sind bis auf die mogliche Ausnabgme e, . Fur
jeden Weg ko, ki, ...,k,_2,k,_1) vonc nachd ist derreziprokeWeg

(ke—1,ke—2,...,k1,ko)

ein Weg vord nachc. Wenn(kg, ks, .. .,k,_1) ein Weg vorc nachd ist und
(ho,h1,...,hm_1) ein Weg vond nacheist, dann ist dié/erkettung

(kO7 k17 ey kf—l) h07 h17 sy hm—l)

ein Weg vonc nache. Ein Weg (Ko, k1,...,k._1) € K’ heiRtgeschlossen
wenn Anfangs- und Endecke gleich sind. Ein nichtleererigjessener Weg
mit paarweise verschiedenen Kanten wird 2ykelgenannt. Der ungerich-
tete Multigraph heil3zyklenfreioderazyklischwenn es keine Zyklen gibt.
Ein Waldist ein zyklenfreier ungerichteter Multigraph, édaumist ein

zusammenhangender Wald. Ecken eines Waldes vom Gadennt man
Blatter.

8 9

e 0

N
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Lemma 2.2: (nichtleere Wege enthalten einfache Wege)
Sei G ein ungerichteter Multigraph.

(1) Wenn es einen nichtleeren Weg p von der Ecke ¢ zur Ecke d gibt,
dann kann aus p durch Weglassen von Kanten ein einfacherdieg v
¢ nach d gewonnen werden.
(2) Jeder einfache geschlossene Weg derde mindester3ist ein Zy-
kel.
(3) Aus jedem Zykel kann durch Weglassen von Kanten ein eimfaghe
kel erhalten werden.

Beweis: (1) wie fur Lemma.1, (3) folgt aus (1).

(2) Sei(ko,k1,...,k/,_1) ein einfacher Weg vorm nache mit zwei gleichen
Kanten. Dann stimmen auch ihre Eckenmengen Uberein. D¥/dgrein-
fach ist, enthalt er nur die Ecleedoppelt. Daher miissen diese Kanten erste
und letzte Kante des Weges sein und aufeinanderfolgen t &= 2 und

ko = k1 . Insbesondere folgt die Behauptung (2) des Lemmas.

Beispiel 2.11:In einem ungerichteten Multigraphen kann es Zyklen der
Lange 2 geben, in einem ungerichteten Graphen nicht.

Lemma 2.3: (Eindeutigkeit von einfachen Wegen in Baumen)
Sei G ein Baum. Dann existiert zu verschiedenen Ecken ¢ uedaugein
einfacher Weg von c nach d .

Beweis: Seienp und q zwei einfache Wege von nachd. Wir kdnnen
annehmen, dass die Mengen der Zwischenecken disjunkt ansonsten
zerlegen wir die Wege in entsprechende Teilwege. Danneastelikettung
eines Weges mit dem reziproken Weg des anderen Weges eacleinige-
schlossener Weg. Nach Lemri& besteht dieser Weg aus zwei gleichen
Kanten. Daher sind die Wegeundq gleich.

Definition 2.12: (schwacher Zusammenhang, Orientierung)
(1) WennG ein gerichteter Multigraph ist, dann erhalt man durch

r(k) = {q(k),z(k)} firkeK

einen ungerichteten Multigraphen, indem man die Richtierdan-
ten vergisst. Man nenre schwach zusammeiigend wenn sein
ungerichteter Multigraph zusammenhangend ist.
(2) Umgekenhrt liegen zwei Verfahren nahe, aus einem unggetien Mul-
tigraphenG einen gerichteten Multigraphen zu konstruieren:
— Man dupliziert jede Kante vos und wabhlt fur Original und
Kopie jeweils eine andere Richtung, d.h. man interpretest
Kanten als Doppelpfeile.
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— Man wahlt fur jede Kant& von G eine Richtung aus, d.h. man
setzt furr(k) = {c,d}

entweder q(k):=c und zk):=d oderumgekehrt
Der gerichtete Multigraph heif3t dann el@eentierungvonG.

Satz 2.8: (Wurzelbaum als Baum mit ausgezeichneter Ecke)

(1) Fur jeden Wurzelbaum W mit Wurzel w ist der zuiygle ungerich-
tete Multigraph B ein Baum mit Ecke w.

(2) Zu jedem nichtleeren Baum B und jeder Ecke e von B gibt es genau
einen Wurzelbaum mit Wurzel e, der eine Orientierung vor.B is

(3) Die Zuordnungen

W — (B,w)
von (1) und
(B,e) — W

von (2) sind zueinander invers. Daher kann man einen Wuametb
auch als einen Baum mit einer ausgezeichneten Ecke auffasse

Beweis: (1) Offensichtlich isB zusammenhangend. WeBneinen Zykel
enthalt, dann gabe es W zwei verschiedene Kanten mit gleichem End-
punkt und somit zwei verschiedene Wege von der Wurzel ziedieske.
(2) DaB zyklenfrei ist, gibt es zu jeder Eckkungleiche genau einen ein-
fachen Weg vore nachd. Die dadurch festgelegte Orientierugist ein
Wurzelbaum mit der Wurzed.

(3) Der ungerichtete Multigraph einer Orientierung ist despringliche
Multigraph. Daher erhalt man aus dem Wurzelbaum durch égsgn der
Richtungen den alten Baum zuriick. Wenn im neuen WurzeltsoenKan-
te anders orientiert ware als im alten Wurzelbaum, dare @& im Baum
zwei verschiedene einfache Wege von der Wurzel zu einemriikrioten.

Definition 2.13: (Zusammenhangskomponenten)

Sei G ein ungerichteter Multigraph. Zwei Eckerundd seien aquivalent,
wenn es einen Weg voo nachd gibt. Dann heil3en didquivalenzklas-
sen dieZusammenhangskomponentem G . Offensichtlich kann man in
G Schleifen und parallele Kanten entfernen, ohne die Ramtith Zusam-
menhangskomponenten zu verandern.

Satz 2.9 : (Anzahlbedingung fur Baume)

Sei G ein zusammeahgender ungerichteter Multigraph mit mindestens
einer Ecke. Dann ist G genau dann ein Baum, wenn er eine Eckeatse
Kanten hat.
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Beweis: SeG = (E,K,r) ein Baum. Wir zeigen
#(E) = #(K) +1

durch Induktion nach ). Wenn #K) = 0 ist, dann gibt es nur eine Ecke.
Seinun #K) > 0. Herausnehmen einer beliebigen Kante liefert einen Wald
mit zwei ZusammenhangskomponenkErundE; , die wieder Baume sind.
Nach Induktionsannahme ist

#(K) =1+ (#(E1) — 1)+ (#(E2) — 1) = #(E) — 1.
Sei umgekehrG kein Baum. Dann gibt es einen einfachen Zykel

(k07 kla ceey kf—l) .

SeiZ die Menge der Ecken des Zykels. Fur jede EekeE \ Z wahlen wir
einen Weg kirzester Lange zu einer Ecke Zusd bezeichnen die erste
Kante mitk(e) . Dann ist die Abbildung

E\Z—> K\{ko,kl,...,kg_l},eH k(e),
injektiv. Es folgt
#HE)—C<#K)—¢
und somit
#(E) < #(K).

Definition 2.14: (spannender Wald)
SeiG ein ungerichteter Multigraph. Ein Teilgra@i von G heil3t einspan-
nender Wald/on G, wenn

(a) G’ ein Wald ist und
(b) die Partitionen in Zusammenhangskomponenterbaw.G' Giber-
einstimmen.

Notwendigerweise ist dari® = E..

Beispiel 2.12: Fur den Graphen
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gibtes
(10-2)-3=24
spannende Walder.

Satz 2.10: (Algorithmus von Kruskal)
Sei G= (E,K,r) ein ungerichteter Multigraph mit Kantenbewertung b. Ge-
sucht werden die Partition von E in Zusammenhangskompensnivie die
Kantenmenge W eines spannenden Waldes von G mit minimalertdag

Z b(k).

kew
Als Vorbereitung werden im Multigraphen alle Schleiferfemit, parallele
Kanten bis auf jene mit kleinster Bewertung gestrichen,diadrerbleiben-
den Kanten sortiert, sodass

b(ko) < b(ki) < ... < b(Kkm-1)

gilt. Der eigentliche Algorithmus operiert dann n@(#(E) - #(K)) Opera-
tionen wie folgt.

Setze W=0 und P={{e} |ecE}.
Fir i von O bis m— 1 wiederhole:

Falls die Ecken e und d von ik verschiedenen Btken von P liegen

vereinige die beiden Btke von P und nimm kn die Menge W auf.

Beweis: SefG; der Teilgraph vorG mit Eckenmeng& und Kantenmenge

{k07k177"'7ki}~

Der Algorithmus startet mit der Partition in einzelne Eckerd vereinigt
anschlieBend Blocke mit Verbindungskante. Nach SchisttP die Parti-
tion in Zusammenhangskomponenten \@&n Die MengeW ist zunachst
leer und wird im Schritt um eine etwaige Verbindungskante erweitert, de-
ren Ecken dann im Vereinigungsblock liegen. Fur jeden BIBcist der
Teilgraph mit EckenmengB und den entsprechenden Kanten #sin
Baum, weil er zusammenhangt und die Anzahlbedingung

#(E1) +#(E2) = (#(K1) +1) + (#(K2) +1) = (#(K1) +#(K2) +1) +1

erfullt. Somit ist nach Schrittder Teilgraph mit Eckenmendge und Kan-
tenmengé&V ein spannender Wald vds; .

Zu zeigen bleibt noch, dass die Greedy-Strategie bei def tidatKan-
ten einen spannenden Wald mit minimaler Bewertung liektdazuM die
Kantenmenge eines spannenden Waldes mit minimaler Bewgertilenn
M =W ist, haben wir die Behauptung gezeigt. Wekin£ W ist, dann exi-
stiert eine Kantdx; in W, die nicht inM liegt. Seierey, e; die Ecken vork;
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undE,, E; die zugehorigen Blocke im Algorithmus. Da es einen \[gegn
e, nhache; aus Kanten irM gibt, existiert eine Kantkj im Weg p, die eine
Endecke irE; und die andere aufRerhalb vBp hat. Somit ist

j>i und b(kj) >b(ki).
Der neue Teilgraph mit EckenmenBaund Kantenmenge

N:= M\ {kj}) U {ki}
ist ein spannender Wald, weil jeder Weg Ukeauch tbek; und die restli-
chen Kanten vomp gefiuihrt werden kann und umgekehrt Wegen

3 b9 = 3 b ~bll)+b(k) < 5 blk

hat der neue spannende Wald ebenfalls eine minimale Bavgaund zusatz-
lich eine kleinere Indexsumme. Somit erhalt man durchiehdiele Austausche
den Kruskalwald.

Beispiel 2.13: Fur den bewerteten Graphen

O O
3 1 2@/3

(=) B

startet der Algorithmus von Kruskal mit
W=0 und P={{a},{b},{c} {d},{e},{f}.{g}}

und endet mit
W ={{a,b},{b,e},{c.d},{d,g},{e f}} und P={{ab,ef}, {cd,g}}.




KAPITEL 3

Zahltheorie

1. Aufzahlen und Numerieren von Objekten

Definition 3.1: (AufZhlung, Numerierung)
Eine MengeM heil3tendlich, wenn es eine natirliche Zah und eine
bijektive Abbildung

a:{0,1,....m—1} =M
gibt. In diesem Fall istn eindeutig bestimmt und man nennt
#M):=m

die Anzahl der Elemente vavi. Die Abbildunga istim Allgemeinen nicht
eindeutig und heil3t eindufzzhlungvon M . Eine bijektive Abbildung

v:M—{01,....m-1}

wird eineNumerierungvon M genannt. Offenbar ist die Umkehrabbildung
einer Aufzahlung vorM eine Numerierung voiM, und die Umkehrabbil-
dung einer Numerierung vavl ist eine Aufzahlung voM. WennM nicht
endlich ist, dann hei3¥l unendlichund man schreibt

#M) =00 .

Satz 3.1: (elementare Zahlregeln)

(1) Gleichheitsregelsind M und N endliche Mengen und istM — N
eine bijektive Abbildung, so gilt

#(M) = #(N) .

(2) SummenregeBind A, Ay, ..., A paarweise disjunktendliche Men-
gen, so giltéir die Vereinigung

k
HALUAU...UA) = .Zl#(A‘) .

(3) Differenzregelfur endliche Mengen A und B gilt
#(A\ B) = #(A) —#(ANB).
(4) SiebformelFur endliche Mengen AAy, ..., A, gilt
#HAU.UA)= Y (D) HNA).

1C{1Z...k} icl
140

36
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Insbesondere istif endliche Mengen A und B
#AUB) =#(A) +#(B) —#(ANB) .

(5) ProduktregelSind M, Mo, ..., My endliche Mengen, so giltif das
kartesische Produkt
k

#(Mpx Mo x ... x M) = ﬂ#('\"i) .
i=
Insbesondere istif eine endliche Menge M
#MK) = #(M)K .

(6) Regel des zweifachen Abzahlens:
Ein ungerichteter Graph heifdtipartit, wenn es eine Partition der
Eckenmenge in zwei &ke & und E gibt, sodass jede Kante eine
Endecke in Eund eine Endecke injfhat.

E1 Eo

Fur einen endlichen bipartiten Graphen ist dann

elgElGrao(el) = engzGrao(ez) :

Beweis: (1) DaM endlich ist, gibt es eim € N und eine bijektive Ab-
bildunga : {0,1,...,m—1} — M. Dann ist auch die zusammengesetzte
Abbildung

foa:{0,1,.... m—1} =N, i~ f(a(i)),
bijektiv.
(2) Seienay : {0,1,...,my —1} — My,...,0x:{0,1,...,m—1} — M bi-
jektiv. Dann ist auch die zusammengesetzte Abbildung
a:{0,1,....m+...+m—1} - MU...UM,
o (i) fallsi € {0,1,...,m — 1}

) ao(i —my) fallsi € {my,...,m +mp—1}
1= < .

ox(i—m—...—m,) fallsie{m+...+mcq,....m+...+m—1},
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bijektiv.
(3) Aus der disjunkten Vereinigung
= (A\B)U(ANB)
folgt nach (2)
#(A\B) =#(A) —#(ANB) .
(4) Wir fuhren eine Induktion Gibét. Aus der disjunkten Vereinigung
AtUA = AU (A2\ Ar)
folgt
HALUAY) = #(A1) +#(A2\ A1) = #(A1) +#(A2) —#(A1NAL) .

Furk > 2 ist nach Induktionsannahme

k k—1 k—1 K—
#UJA) =#H(UA)uA) =#{JA)+ UAmAk
i=1 i=1 i=1 i=1
(D" A) +#(A) — > DO ANA) =
IC{1, k—1} icl IC{1, k-1} icl
10 140
(-1t A,
JC{I ..k} ied
J40

weil entweder = | oderd = {k} oderJ = | U{k} gewahlt werden kann.
(5) Seienvy : M1 — {0,1,...,my —1},...,w: My — {0,1,...,m—1} bi-
jektiv. Dann ist auch die Abbildung

V:Mix...xMy — {0,1,....mp---m—1}
(X1, Xk) = Vi(Xq) My Mg+ Vo(X2) -mg- - Mg+ ... + Vk(Xk)

bijektiv, weil man die Einzelnummern

i1i=vi(Xa), -, Tci= V(%)
aus der Gesamtnummer

| i=lig My Mg +iz Mg M+ ..+l Mtk
durchganzzahlige Division mit Regtiriickerhalt:
ik = 1%my
k1 = (I/mg)%me_q

iz = (I/(mg---my))%my
i1 = 1/(m---my)

(6) Beide Summen geben die Zahl der Kanten an, einmal Ubéfrtiecken
in E1 gezahlt, das andere Mal Uiber die EndeckeBan
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Beispiel 3.1: In C-Programmen werden die Elemente mehrdimensionaler
Felder hintereinander im Speicher abgelegt, wobei die éddige so ge-
regelt ist, dass

» hintere Indizes schneller laufen als vordere*.
Zum Beispiel liegen fur
int M[2][3] = {{3,5,-2},{1,0,2}};
die Feldelemente wie folgt im Speicher:

MIOJ[0] |MIOJ[1] |M[O][2] |MI[1][0] |MI1][1] |MI[1][2]
3 5 -2 1 0 2

M

Wird ein mehrdimensionales Feld an eine Funktion Ubengebte varia-
ble Dimensionen zulaf3t, dann mufd der Programmierer in dektion die
relativen Adressen der Feldelemente selbst berechnenjma.B®lgenden
Codefragment:

double f(double *z, int ml, int m2, int m3)

{
}

|nt main( void)
{
double x, y , A[2][3][4], B[3][4][2];

;(.
y

f(&A[0][0][0],2,3,4);
f(&B[0][0][0],3,4,2);

Nach Satz3.1kann in der Funktiori das Feldelement, z[i][j][K]
als
*(z+1 * m2 m3+j * m3+k)
angesprochen werden. Die IndiZzeg , k des Feldelements an der Adresse
z+l konnen aus den Formeln
k = 1%m3
| (I/m3)%m2
[ l/(m2 *m3)

berechnet werden.
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Satz 3.2: (Schubfachprinzip, Taubenschlagprinzip)

Seien M und N endliche Mengen und seiM — N eine Abbildung. Wenn
#(M) > #(N) ist, dann gibt es mindestens ein Elemerty mit mehr als
einem Urbild.

Beweis: Wenn jedes Element vdhhochstens ein Urbild hatte, dann ware
f injektiv, die eingeschrankte Abbildung — f(M) bijektiv, und somit
#M) <#(N).

Satz 3.3: (Zahl der Abbildungen)
Seien K und M endliche Mengen mit k bzw. m Elementen. Danregibt
genau i verschiedene Abbildungen von K nach M.

Beweis: Schreibt mak = {x,...,X}, dannistjede Abbildung : K — M
durch das Tupe(f(x))K_, in MK eindeutig bestimmt. Damit folgt die Be-
hauptung durch Anwenden der Gleichheitsregel und der Rtoetiel.

Satz 3.4 : (Zahl der injektiven Abbildungen)
Seien K und M endliche Mengen mit k bzw. m Elementen. Danregibt
genau

_Jmm=-1)(m—-2)---(m—k+1) fallsk>1
(M= 11 falls k= 0

verschiedene injektive Abbildungen von K nach M. Man neierZahl(m)
diefallende Faktorielleeon m und k.

Beweis: Wir zeigen die Formel durch Induktion UlkerAm Induktionsan-
fang istk = 0, somitK leer und die einzige injektive Abbildung die leere
Abbildung. Fur den Induktionsschluss schreiben wir

K= {X07X17"'7Xk}

und uberlegen uns, wie viele injektive Abbildungén K — M es geben
kann. Furxg gibt esmMoglichkeiten, ein Bildf (Xg) € M zu wahlen. Dieses
Element

Yo := f(Xo)
darf dann aber nicht mehr als Bild eines anderen Elemenis gewahlt
werden, sodass fur die Wahl der Bilder vy ..., x nur die Elemente in

M\ {yo} in Frage kommen. Nach Induktionsannahme gibt es dafia 1)
Maoglichkeiten. Die Gesamtzahl der Moglichkeiten ist $om

M- (M— 1)k = (M1
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Beispiel 3.2: SeiM eine endliche Menge von Objekten. In der Literatur
werden injektive Abbildungen

{0,1,....k—=1} = M,i—X,
alsk-Tupel

(X0, X1, - -, Xk—1)

von unterschiedlicherElementen vorM beschrieben uné®ermutationen
von jeweilsk Objekten au$/ genannt.

Satz 3.5: (Zahl der bijektiven Abbildungen)
Seien K und M endliche Mengen mit jeweils m Elementen. Dabinegi
genau

— m(m—1)(m—2)---3-2-1 fallsm>1
R falls m=0

verschiedene bijektive Abbildungen von K nach M. Man neienZdhl ni
die Faktorielleoder Fakultatvon m.

Die Faktorielle wachst sehr schnell und kaniarfgrol3e m mit defStir-
lingschen Formel

ml ~ /21 eM3loam-m _ o /. (E)”B
approximiert werden (ohne Beweis).

Beweis: Wegen ¢K) =#(M) =m ist jede injektive Abbildung voK nach
M bijektiv. Damit folgen die Behauptungen aus Sa#mit (m)y=m! .

Beispiel 3.3: Fur m Objekte gibt esn! verschiedene Moglichkeiten, eine
Reihenfolge festzulegen, d.h. die Objekte zu numerieren.

Satz 3.6 : (Zahl von Teilmengen)
Sei M eine endliche Menge mit m Elementen. Dann gilt

#(P(M)) = 2",

Beweis: Wir fixieren eine Aufzahlunga : {0,1,..., m—1} — M . Dann
ist die folgende Abbildung bijektiv, insbesondere konAeimengen als
Bitmuster programmiert werden.

1 fallsa(i)eT

F:PM)—{0,1}" T+ (to,...,tm-1), tj :=
(M) = {0,117, T=(to m-1), b {O sonst.
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Satz 3.7: (Zahl von Teilmengen mit vorgegebener Anzahl von Elemeénten
Sei M eine endliche Menge mit m Elementen und sei k eiliglicae Zahl.

Dann gilt
) = () -

Dabei ist derBinomialkoeffizient, m tiber k“ definiert als

m!
(m) _mm-1--(m-k+1) _ Jiim—k) fallsk<m
k)" k-(k—1)---1

0 sonst

Beweis: Eine Aufzahlungr : {0,1,...,k— 1} — T einer k-elementigen
TeilmengeTl vonM erhalt man durch Wahlen

e eines beliebigen Element0) e M ,
e eines beliebigen Elements1) € M\ {a(0)},
e eines beliebigen Elements2) € M\ {a(0),a (1)}, usw.

Da es bei der Teilmeng€ nicht auf die Reihenfolge der gewahlten Ele-
mente ankommt, ergibt sich die gesuchte Anzahl als

m-(m—21)---(m—k+1)/k! .

Beispiel 3.4: SeiM eine endliche Menge von Objekten. In der Literatur
werdenk-elementige Teilmengen vavi Kombinationervon jeweilsk Ob-
jekten ausM genannt. Im Gegensatz zu den Permutationen von Objekten
ausM spielt bei den Kombinationen die Reihenfolge der ausgéemidb-
jekte keine Rolle.

Beispiel 3.5: SeiM eine endliche Menge mih Elementen und séi eine
naturliche ZahkK m. Dann ist die Abbildung

PcM) = P k(M) , T—=MN\T,

my [/ m
k) \m—k/°
2. Abzahlbarkeit von Mengen

Definition 3.2: (abzhlbare Unendlichkeit)
Eine MengeM heisstabzhlbar unendlichwenn eine bijektive Abbildung

bijektiv und somit

a:N—->M,i—X,
existiert. Man schreibt dann
M = {X07X17X27*"}7
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nennta eineAufzihlungvon M unda~! eineNumerierungvon M.

Beispiel 3.6: Die MengeN der naturlichen Zahlen ist abzahlbar unend-
lich, weil die identische Abbildung bijektiv ist. Auch die@&nhgeZ der gan-
zen Zahlen ist abzahlbar unendlich, weil die Abbildung

NoZ, i |/? falls! gerade
—(i+1)/2 fallsi ungerade

bijektiv ist.
Satz 3.8: Die MengeN x N ist abzhlbar unendlich.

Beweis: Wir schreiben die Paafe, n) zweidimensional

(0,00 (0,1) (0,2
(1,0) )
(2,0) )
(3 ,0> )

L
2,
3

Y

PR

O, )
( )
( )
( )

auf und numerieren diagonal

o NvNMPOPr o
W OoORrNOPRO

1111111
o U A WNPRO

(
(
(
(
(
(
(

— — Y ~— ~—

Y

Dabei bekommt das Paéan, n) die Nummer
<m+n—1
(i+ 1)) +m.
%

1
(m+n)(r2n+n+ ) m,

Somit ist die Abbildung

NxN—N,(mn)—

bijektiv.
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Definition 3.3: (graduiert-lexikographische Ordnung auf Zahlentupeln)
Furx,y € N¥ sei

X <gradlexy s

k k
2,552

k k

i;Xi :i;)’i und X <jexy

ist. Dann ist<gradlex €ine totale Ordnung auf ¥ und heisst digraduiert-
lexikographische Ordnung

falls entweder

oder

Satz 3.9 : Die MengeNX ist abzhlbar unendlich.

Beweis: Jedex € N¥ hat nur endlich viele Vorganger. Daher liefert die
Numerierung der Elemente in der graduiert-lexikograghescOrdnung ei-
ne bijektive AbbildungNk — N.

Definition 3.4 : Eine Menge heisstbzhlbar, wenn sie endlich oder abzahl-
bar unendlich ist.

Satz 3.10: (Abzahlbarkeitseigenschaften)

(1) Jede Teilmenge einer adzlbaren Menge ist aldhlbar.

(2) Das Bild einer abahlbaren Menge ist ald@hlbar.

(3) Die Vereinigung einer Folge von a@lalbaren Mengen ist adhlbar.

(4) Das kartesische Produkt endlich vieler @bi#barer Mengen ist atézhl-
bar.

Beweis: (1) SeiM = {Xp, X1, X2,...} abzahlbar unendlich und shi eine
unendliche Teilmenge voNl. Wahleyy als Elementx,, von N mit dem
kleinsten Indexng, danny; als Elemenk,, vonN\ {yp} mit dem kleinsten
Indexny , weitersys, als Elemenkn, von (N\ {yo}) \ {y1} mitdem kleinsten
Indexny, usw. Da jedes Element vdth einen Index hat, ist

N = {yo,y1,¥2,...}

abzahlbar.
(2) SeiM = {xo,X1,X2,...} und seif : M — N mit f(M) unendlich. Dann
ist

f(M)={f(xn) |In=0,1,2,...}.
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Wahleyp = f(x0), danny; = f (X, ), wobeixn, € M\ f~1(yo) den kleinsten
Indexny hat, weiters/, = f(xn,), wobeixy, € (M\ f~1(yo))\ f~1(y1) den
kleinsten Indexn, hat, usw. Dann istf (M) = {yo,Y1,Y2,...} .

(3) Seien

Mo = {Xo0,Xo01,X02;---}
M1 = {Xi0,X11,X12,---}
My = {Xz0,X21,X22,...}

Dann ist die Abbildung

f:N?— [ Mn, (nm) — Xm,
n=0
surjektiv. Nach Sat3.8und (2) ist die Vereinigung abzahlbar.
(4) Wir kbnnen annehmen, dass die Mengdp, ..., My_1 abzahlbar un-
endlich sind, ansonsten erganzen wir Elemente. Aus N@margenvyp, . .., Vk_1
von Mo, ...,My_1 bekommt man die bijektive Abbildung

Mo x - x M1 — N¥, (Xo,...,X1) = (Vo(X0), - -, ko1 (Xk-1)).-

Nach SatZ3.9 gibt es eine bijektive Abbildung vol ¥ nachN. Hinterein-
anderausfuhren liefert eine bijektive Abbildung Wiglg x - -- x My_1 hach
N.

Beispiel 3.7 : SeiZ ein endliches Alphabet. Dann ist das Wortmonoid
z* — U zn
n=0
abzahlbar.
Satz 3.11: (Diagonalisierung)

SeiZ ein Alphabet mit mindestens zwei Buchstaben a und b , und seie
%,51,S,... eine Folge von Folgen il :

SO = S00%01502---
S = S10%11812- -

S = 092192

Dann ist die Folge
d— {b falls s;h=a
a fallssn#a
eine neue Folge.
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Beweis: Wenrd keine neue Folge ist, dann gibt es einen Indexitd = s,
worausdy = Sy im Widerspruch zur Konstruktion vaah folgt.

Beispiel 3.8: Die MengeB " aller binaren Folgen ist nicht abzahlbar.

Definition 3.5: (Machtigkeit, Kardinalit)

Zwei MengenM undN heissergleichnméachtig, wenn es eine bijektive Ab-
bildung f : M — N gibt. Offensichtlich ist Gleichmachtigkeit eirfguiva-
lenzrelation, und man nennt diguivalenzklasse

IM| :={N | N gleichméachtig wieV }

die MachtigkeitoderKardinalitat der MengeM. Fur eine endliche Menge
M ist die Menge

{0,1,2,...,#(M) —1}
ein Reprasentant vdM| . Daher werden die Kardinalitaten endlicher Men-
gen oft mit den nattrlichen Zahlen identifiziert.

Satz 3.12: (Ordnung von Kardinalitaten)
Fur Mengen M und N sei
M <N,
wenn es eine injektive Abbildung M — N gibt. Dann ist< eine partielle
Ordnung auf den Kardinaliten.

Beweis: Die Relatior< ist wohldefiniert, weil fir andere Reprasentanten
M’ von [M| bzw. N’ von |N| es bijektive Abbildungerg: M — M’ und
h: N — N’ gibt und dann die Abbildung

hfgt:M — N
injektiv ist. Klarerweise isK reflexiv und transitiv. Die Antisymmetrie er-
gibt sich aus dem folgenden Satz.

Satz 3.13: (Satz von Bernstein)
Seien f:M — N und g: N — M injektive Abbildungen. Dann existiert eine
bijektive Abbildung hM — N.

Beweis: Wir definieren induktiv Teilmengévig, M1, My, ... von M sowie
TeilmengerNg, N1, N, ... vonN durch

Mo:=M\g(N) und Np:= f(Mp)
und, furn > 0,
Mp:=9(Nh-1) und Np:=f(Mp).
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M N

Mo No

M1 f N1

Mo N2

M3 N3
.9

M’ N/

Wir zeigen durch wohlfundierte Induktion, dass die Mendéf My, ...
paarweise disjunkt sind: Finr> 0 ist

Mn g g(N) )

daher sindVg und M, disjunkt. Firm,n€ N mit 0 < m < n folgt mit der
Injektivitat von f undg

Da f injektiv ist, sind auch die MengeNp, N1, ... paarweise disjunkt, und
die eingeschrankten Abbildungen

fn . Mn—) Nn,Xl—> f(X),
sind bijektiv. Seien
M =M\ [ JMn und N:=N\[JNs.
n=0 n=0

Wenn fury € N ein n > 0 existiert mit g(y) € My, dann istn > 0 und
y € Nh—1. Somit erhalten wir eine injektive Abbildung

g:N—=M,y—qg(y).

Furx € M’ gibt es wegenM’ C g(N) einy € N mit g(y) = x. Wenn ein
n > 0 existiert mity € N,,, dann ware

X € g(Nn) = Mny1
im Widerspruch zx € M’. Somitisty € N’ undg’ bijektiv.
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Nach Konstruktion sind die MengeWy, M1,....M’ paarweise disjunkt

und
OJMJUW:M.
n=0

Ebenso sind die MengeNg, Ny, ...,N’ paarweise disjunkt und

(UNJUM:N.
n=0

Daher konnen die bijektiven Abbildungefa, f1,...,(d)~* zu einer bijek-
tiven Abbildungh: M — N zusammengesetzt werden:
_ fn(X) falls x e My fur einn> 0
h(x) := N
(g)"*(x) sonst.

Beispiel 3.9: SeienM =N = N,
f:M—=N,x—2x, und g:N—=M,y— 2y+1.
Dann sind
Mo={2z|ze N} |, No={4z|ze N}
M1 ={8z+1|ze N} , Ny={16z+2|zec N}
Mo ={32z+5|ze N} , Np={64z+10|zc N}

Satz 3.14: (Hierarchie der Kardinalitaten)
Fur endliche Mengen M und N gilt
IM| < |N| genau dann, wen#(M) < #(N) .
Die kleinste Kardinaliét einer unendlichen Menge ig¥ |, und es gilt

IN|<[|B"Y].

Beweis: Fur endliche Mengevl undN existiert genau dann eine injektive
Abbildung f : M — N, wennM hochstens so viele Elemente wiehat.
WennM unendlich ist, dann kann man ein ElemegtausM wahlen, ein
Element; ausM \ {Xo}, ein Element; aus(M \ {xo}) \ {x1}, usw. Somit
erhalt man eine injektive Abbildung

f:N—-M,n— X,

woraus
IN| < [M]

folgt. Insbesondere i$N | < |B N |. Nach BeispieRist B nicht abzahlbar

und somit| N| < |BY].
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3. Losen von Rekursionsformeln

Die Laufzeit oder der Speicherplatzbedarf eines Algoriteimangt tbli-
cherweise von der Eingabegrossder Instanz ab. Im Allgemeinen ist es
schwierig, fur diese Funktiofi(n) eine explizite Formel zu finden. In vie-
len Fallen, besonders bei induktiv definierten Struktuisres leichter, eine
Rekursionsformel aufzustellen, die dann gelost werdén so

Definition 3.6 : (erzeugende Funktion)
Fur eine Folgef : N — R heil3t die Potenzreihe

= if(n)x”

die erzeugende Funktiovon f. Die Methode der erzeugenden Funktionen
versucht, aus den Rekursionsformeln fiin) Gleichungen fuF (x) herzu-
leiten und diese mit algebraischen oder analytischen Mite |l6sen.

Beispiel 3.10: Die Fibonacci-Zahlersind rekursiv definiert durch

0 fallsn=0
f(nj=<1 fallsn=1
f(n—1)4+f(n—2) fallsn>2.

Fur die erzeugende Funktiéi(x) folgt aus obiger Rekursion die Gleichung
F(X) = Z)f 0)+f(1 x+; (n—1)+ f(n—2))x"

= X+x-F(X)+x%-F(x)
und durch Partialbruchzerlegung

F(x) = X _i 1 B 1
S 1-x—x2 /5 1_1—0—2\/5‘)( 115 |7

liefert

a5 5054

Koeffizientenvergleich ergibt die explizite Formel

(%) -(7)]

f(n)= \fS
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Beispiel 3.11: Die Menge debinaren Baumetuber der Meng®/1 wird als
formale Sprache mit Hilfe der Klammern(“ und ,)* induktiv definiert:

(1) Die leere Zeichenketteist ein binarer Baum.
(2) Wennx € M undL, R binare Baume sind, dann i$L.xR) ein binarer
Baum mit Knoterx.

Wir nennen binare Baume strukturell gleich, wenn sie dlwmbezeichnen
der Elemente voM ineinander uibergehen, z.B.

((@)b(c)) und((c)a(b)) ,

nicht aber

((a)b(c)) und(a(b(c))) .
Offensichtlich ist strukturelle Gleichheit eidguivalenzrelation. Nach Kon-
struktion gilt fiir die Zahlf (n) der Aquivalenzklassen binarer Baume mit
Knoten die Rekursionsformel

fn) = 1 fallsn=0
=502t tn-1-k) fallsn>o0.
Fur die erzeugende Funktidix) folgt
F(x)= % f(n)x"=1+ i <n§ f(k)- f(n—l—k)) X" =1+4x-F(x)-F(X)

n=0 n=1 \ k=0

F(x)z—)—l(-F(x)+)—1( =0.

Losen der quadratischen Gleichung gibt
F(X)=(1+v1—4x)/2x.

Mit der Binomialreihe

VITd=(1-42=§ (1/2) (cax=1-F g(Zn—z)Xn
n=0 n n—=1 n n— 1
erhalt man
F0 = (- vIsag = 5 (M)
n=0 n+1
Koeffizientenvergleich liefert

f(n) = Fll (Znn) :

Beispiel 3.12: (Divide-and-Conquer-Algorithmen)

Ein Algorithmus fir ein bestimmtes Problem lost Instambés zur Grofe
m direkt. Eine Instanz der Grole> m hingegen zerlegt der Algorithmus
in a Teilinstanzen mit Grof3en

In/b] oder [n/b],
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|6st diese rekursiv und setzt die Teilldbsungen zu einesa@dlosung zu-
sammen. Dabei sirdlundb Konstante mian> 1 undb > 1, und| | und| |
bezeichnen die Rundung nach unten bzw. oben.

n

e

~n/b

AN

Die Zeit zum Aufteilen der Instanz und zum Zusammenfugern.deungen
betragef (n), die Gesamtzeit s¢{n). Eine naturliche Annahme ist, dass

t(n+1)>t(n)
fur alle n gilt. Dann folgt
a-t([n/b])+ f(n) <t(n) <a-t([n/b])+ f(n).
Mit den rekursiv definierten Funktionen
t(n) = {a-t‘({n/bj) + f(n) fallsn>m

t(n) fallsn<m
und
H(n) a-tt([n/b])+ f(n) fallsn>m
()= t(n) fallsn<m
ist

t(n) <t(n) <t™(n)
fur alle n, sodass fur die asymptotische Analyse der Laufzeit diek#aom
nent*(n) an Stelle vort(n) verwendet werden konnen.
Im Spezialfalln = m- b¥ teilt der Algorithmusk-mal, bevor er auf Ba-
sisinstanzen der Grofetrifft. Die Gesamtzahl der Basisinstanzen ist

ak _ (br)k _ (bk)r —m ' ,
wobei
r :=logya.
Da jede Basisinstanz in konstanter Zeit geldst werden Kiéegt die Zeit
fur die Losung aller Basisinstanzen in
o(n"),

was auch allgemein fiiF- (n) gilt [ 1]. Im folgenden Satz wird diese Zeit mit
der Zeit f(n) zum Aufteilen und Zusammenfiigen verglichen und entspre-
chend das asymptotische Wachstum tfar) angegeben.
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Satz 3.15: (Master-Theorem)
(1) Wenn fe O(n®) fur eine reelle Zahl s mit s r, dann ist

t(n) e O(n").
(2) Wenn fe ©(n"), dann ist
t(n) € ©(n"-logn).
(3) Wenn eine reelle Zahl ¢ mit< 1 und eine ndirliche Zahl k existie-
ren, sodass
a-f([n/b]) <cf(n)
fur alle n mit n> k, dann ist fe Q(n®) fur eine reelle Zahl s mit

s>r und
t(n) € O(f).

Beweis: [].

Beispiel 3.13: Fur

f(n) =n"logn
liegt das Wachstum voi zwischen Fall (2) und (3), somit ist das Master-
Theorem nicht anwendbar.

Beispiel 3.14 : Der Merge-Sort-Algorithmus zerlegt emTupel von Zah-
len in zwei Tupel mit ungefahn/2 Zahlen, sortiert getrennt und mischt
die sortierten Tupel zusammen. Weger- b = 2 und f € ©(n) gibt das
Master-Theorem die Laufzeitabschatzung

t(n) € ©(n-logn).



KAPITEL 4

Zahlentheorie

1. Rechnen mit ganzen Zahlen

Neben den uUblichen Zifferndarstellungen zur Basis 10 (ddbh oder
Basis 2 (Hardware) werden in der Software Basen verweneéetidnen
die ziffern im nativen Ganzzahlformat abgespeichert werkinnen. Zum
Beispiel verwendet die Langzahl-Bibliothek

GNU Multiple Precision Arithmetic Librarytttp://gmplib.org/ )

die Basen ¥ ~ 4-10° oder 4 ~ 2. 10'°, damit die Ziffern in die Daten-
typen 32- bzw. 64-bit unsigned integer von C passen.

Definition 4.1: (Ziffernoperationen)
Sei b eine naturliche Zahp 2 . Fur Zahlenu,v € {0,1,...,b—1} und
w e {0,1} heildt

0 fallsu+v+w<b
1 sonst

C(u,v,w) := {
derUbertrag(carry) moduldb und

S(u,v,w) := {

die Summanodulob. Offenbar gilt
Su,v,w) € {0,1,...,b—1}

u-+v-+w fallsu+v+w<b
u+v+w—b sonst

und
u+v+w=C(u,v,w)-b+ Su,v,w).

Satz 4.1 : (Addition naturlicher Zahlen in Zifferndarstellung)
Es seien x und y natliche Zahlen mit Ziffern

XXc—1++X0  bZW. yyr_1---Yo
zur Basis b> 2. Ohne Einschiinkung der Allgemeinheit nehmen wit>k/
an und setzen

Yer1:=0,¥042:=0,.... ¥ :=0.
Dann lonnen die Ziffern der Summey durch den folgenden Algorithmus
mit O(k) Ziffernoperationen berechnet werden:

53
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Setze ¢=0.

Fur i von0 bis k wiederhole:
Setze iz= S(X;, Vi, Ci)-
Setze .1 =C(X,Vi,G).

Falls o1 # 0, setze g1 = Cki1 -

Beweis: Wir fuhren eine Induktion nadh Um Fallunterscheidungen zu
vermeiden, setzen wir im letzten Schritt des Algorithnmys; = 0, falls
Ck+1 = 0. Furk = 0 ergibt sich
z1b+ 29 = C(Xo,Yo,0)b+ S(X0,Y0,0) = X0 + Yo + 0= X+Y.
FUr den Induktionsschluss seien
x=Y xb ., y= 5 yb
i<k+1 i<k+1

undzg, z3,. . . Z«. 2 die Ziffern aus dem Algorithmus. Nach Induktionshypo-

these qilt
xib' + yibi: zibi+ck+1b"+1.
Damit folgt

xb' + yib' = Z<Zi b'+ (41 + Vi1 + G D6 =
ifa1 i1 i

Z(Zi b' + (SOt 1, Vi 15 G 1) + C(Xer 1, Ykt 1, 1)) BF T =
i<

Z(Zibi+zk+lbk+l+zk+2bk+2: Z Zibi.
i i<k+2

i<

Fur die Subtraktion kann analog ein Algorithmus mit(n@x(k, ¢))
Ziffernoperationen angegeben werden, fur die Multigida oder die Divi-
sion mit Rest Algorithmen mit (k- /) Ziffernoperationend]. Hier wird
noch ein Algorithmus fur das Potenzieren diskutiert.

Satz 4.2 : (schnelles Potenzieren)
Sei x eine ganze Zahl oder allgemeiner ein Element eine€Ringd sei e
eine positive ganze Zahl mit Bireiffern

&&-1---€p.

Dann kann die Potenz:y x¢ durch t-faches Quadrieren und Multiplizieren
berechnet werden:
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Setze y=x.
Firivont— 1 hinab bisO wiederhole:

Setze y=V?.
Falls g =1, setze y=yx*X.

Beweis: Firt =0 iste=1 und der Algorithmus lieferk! = x. Fuirt > 0
schreiben wir

t ] t .
e=Se2=d2+e mit d=Y 21
2, 2,

Nach Induktionshypothese hgtvor dem letzten Schleifendurchlauf den
Wertxd. Daher ist das Resultat

(x9)2. x® =X

2. Der euklidische Algorithmus

Seiena, b, c ganze Zahlen mib £ 0 undc # 0. Dann ist

a a-C

b bt
eine rationale Zahl9]. Der Ubergang von der Darstellung durch das Zah-
lenpaar(a-c,b-c) zu der durch das Zahlenpaa; b) heifdt

durch c Kirzen

Rechnet man mit rationalen Zahlen, dann ist es empfehlehsalle auftre-
tenden Briiche sofort durch moglichst groRe Zahlen zaéiirum Zahler
und Nenner klein zu halten. In diesem Abschnitt wird ein &arén zum
» optimalen Kiirzen* vorgestellt.

Definition 4.2: (Teiler, Vielfaches)
Seia eine ganze Zahl ungleich null. Eine ganze Zalhleil3t einTeiler von
a, wenn es eine Zald € Z gibt mit

a=c-d.

Aquivalente Sprechweisen sindl teilt a* oder , a ist Vielfachesrond*.
Die Teiler£1, +a nennt martriviale Teiler.

Definition 4.3: (grofdter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Viel-
faches)
Seiena undb ganze Zahlen ungleich 0.
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e Dergrofite gemeinsame Teileona undb ist die grofite ganze Zahl,
die sowohla als auclb teilt, und wird mit

ggT(a,b) (gcda,b), greatest common divisor)

bezeichnet.

e Daskleinste gemeinsame Vielfachen a undb ist die kleinste posi-
tive ganze Zahl, die sowohl Vielfaches varls auch Vielfaches von
bist, und wird mit

kgV(a,b) (Icm(a,b), least common multiple)

bezeichnet.

Lemma 4.1: (Reduktion des grof3iten gemeinsamen Teilers)
Seien ab,ce Z mita# 0, b# 0und a# c-b . Dann gilt

g9T(a,b) = ggT(|al,|b[) und ggT(a,b)=ggT(a—c-b,b).

Beweis: Wenn eine ganze Zathldie Zahla teilt, dann auch die Zaht-a.
Somit stimmen die gemeinsamen Teiler vaandb mit den gemeinsamen
Teilern von|a| und |b| Uberein, und die grof3ten gemeinsamen Teiler sind
gleich.

Wenn eine ganze Zalldie Zahlena undb teilt, dann teilt sie auch die
Zahla— c-b. Somit stimmen die gemeinsamen Teiler \aandb mit den
gemeinsamen Teilern vam— c- b undb Uberein, und die gro3ten gemein-
samen Teiler sind gleich.

Satz 4.3 (euklidischer Algorithmus fur ganze Zahlen)
Der grof3te gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen ungleich awl wie
folgt berechnet werden:

Ersetze die Zahlen durch ihre Bate.

Solange die Zahlen verschieden sind, wiederhole:
Ersetze die gil3ere der Zahlen durch die Differenz
der grofieren und der kleineren.

Die resultierende Zahl ist dann der @fte gemeinsame Teiler.

Ersetzt man mehrfaches Abziehen derselben Zahl durch einsidn mit
Rest, dann bekommt dieses Verfahren die folgende Form:
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Ersetze die Zahlen durch ihre Bate.

Solange keine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen istjeviele:
Ersetze die gil3ere der Zahlen durch ihren Rest
nach Division durch die kleinere.

Der resultierende Teiler ist dann der @gte gemeinsame Teiler.

Beweis: Nach dem Lemma bleiben bei jedem Schritt die grogemein-
samen Teiler der beiden Zahlen gleich. Da in jedem Schléifexhlauf die
Zahlen positiv bleiben, aber ihr Maximum um mindestens ktsibricht
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten ab.

Im euklidischen Algorithmus wird die folgende Strategieg zidsung
von Problemen verwendet: Wenn man ein gegebenes Probldm sue
fort 1osen kann, reduziert man das Problem auf ein einfashenit der-
selben Losungsmenge. Das wiederholt man solange, bis md&rablem
bekommt, dessen Losungen man kennt. Diese Losungenanmdadich die
Losungen des urspriinglichen Problems.

Satz 4.4 (erweiterter euklidischer Algorithmus)
Seien a und b ganze Zahlen ungleich null. Dann gibt es ganzieZa und
v mit

u-a+v-b=ggT(a,b)

(Darstellung des gro3ten gemeinsamen Teilers als Linegskaatior).
Diese Zahlen u und vikinen durch folgenden Algorithmus berechnet wer-
den:

Setze A=(|al,1,0) und B=(|b[,0,1).
Solange B die Zahl A nicht teilt, wiederhole:
Berechne den ganzzahligen Quotienten q voard B;.
Setze C=B.
Setze B=A—(C.
Setze A=C.
Setze u=vz(a)-B, und v=vz(b)-Bs.

Dabeisind A= (A1,A2,A3), B=(B1,B2,B3z),C=(C1,C,,C3) Tripel gan-
zer Zahlenund A q-C=(A1—q-C1,A2—q-Cy,A3—q-C3) .

Beweis: Wenn zwei Zahlentrip& undB die Eigenschaft

T = |a| -To+ |b| -T3
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haben, dann auch alle Trip& g-B mit q € Z. Die ersten zwei Tripel im
Algorithmus haben diese Eigenschaft, daher auch alle andeiftretenden
Tripel. In der ersten Komponente der Tripel wird der eulddtie Algorith-

mus durchgefuhrt, fur das letzte Trig@lilt daher

ggT(a,b) =[a|- B2+ [b] - B3 = (vZa) - B) -a+ (vz(b) - B) - b.

Satz 4.5 (binarer erweiterter euklidischer Algorithmus)
Seien a und b positive ganze Zahlen niithstens n Biarziffern. Dann
kdnnen

g:=ggT(a,b) und uveZ mit uat+vb=g

durch Additionen, Subtraktionen und Shifts @{in) Bitoperationen be-
rechnet werden:

1. Setze e-0.
2. Solange a und b gerade sind, wiederhole:
Setze a=a/2,b=Db/2 und e=e+1.
3. Setze A=(a,1,0) und B=(b,0,1).
4. Solange Agerade ist, wiederhole:
Setze A=Ay/2.
Falls A, und As gerade sind,
setze A=Ay/2 und A =Agz/2,
ansonsten falls A> 0 ist,
setze A=(A2—b)/2 und A= (A3+a)/2,
ansonsten
setze A= (Ax+b)/2und A= (Az—a)/2.
5. Solange Bgerade ist, wiederhole:
Setze B=B,/2.
Wenn B und Bs gerade sind,
setze B=B,/2 und Bs=Bg3/2,
ansonsten falls B> 0 ist,
setze B=(B,—b)/2 und BB=(Bs+4a)/2,
ansonsten
setze B=(B2+b)/2 und BB=(Bs—a)/2.
6. Falls A > B, , setze A= A—B und gehe zu Schritt 4
7. Falls AL < By, setze B= B— A und gehe zu Schritt 5.
8.Setze g B;-2°, u=B, und v=B;.

==
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Beweis: Bei den Reduktionen

(2ggT(a/2,b/2)  fallsaundb gerade sind
ggT(a/2,b) falls a gerade undb ungerade ist

ggT(a,b) = < ggT(a,b/2) falls aungerade und gerade ist
ggT((a—b)/2,b) fallsaundbungerade und > bist

LggT(a,(b—a)/2) fallsaundbungerade und < bist

sinkt die Summe der Bitlangen um mindestens 1, sodassstéitha — 2
Reduktionen ausgefuhrt werden. Bei den OperationeAfi#s, B,, B3 wird
die Bitlangen+ 1 (plus Vorzeichenbit) nicht Uberschritten. Weaordie
Binardarstellung

CkCk—1---C1Co
hat, dann habencaindc/2 die Binardarstellungen
CkCk_1---C1C00 bzw. ¢Ce_1---Cq1,

sodass Multiplikationen mit 2 oder Divisionen durch 2 algtSkausgefuhrt
werden konnen. Somit haben alle arithmetische Operatibneare Kom-
plexitat, was quadratische Komplexitat fur den Algonitus ergibt.

In den ersten zwei Schritten wird auf den Falbderb ungerade redu-
ziert. Mit den neuen Wertea',b’ und

g = ggT(d.b)
folgt dann in Schritt 8
g=9ggT(a,b) =ggT(a-2°b"-2°) =¢ - 2°,
Zur Analyse der Schritte 3-7 betrachten wir die Eigenschaft
Ti=a To+b-Tz (¥

eines Tripels ganzer Zahleh = (T, T, T3). Die Startwerte furA und B
in Schritt 3 haben diese Eigenschaft. Wekmund B die Eigenschaffx)
besitzen, dann auch die Tripel

A—B bzw. B—A

in Schritt 6 bzw. 7. WenrA;, A> und Az gerade sind, dann hat auch das
Tripel
(A1/2,A2/2,A3/2)

in Schritt 4 die Eigenschaft«). WennA; gerade istA; oderAz ungerade
sind und A, > 0 ist, dann istAz < 0, sowohl A, — b’ als auchAz + &
gerade und das Tripel

(A1/2, (Ao~ b')/2,(As+4)/2)
in Schritt 4 hat wieder die Eigenschdft). Analoges gilt im FallA, <0,
wo Az > 0 ist. SchlieBlich gilt furA; = B in Schritt 8

g/:Blza/~Bz—|—b/-Bg
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und
g=B,-a+Bs-b.

Satz 4.6 : (Berechnung des kleinsten gemeinsamen Vielfaches)
Seien a und b ganze Zahlen ungleich null. Dann gilt

) b
kva,b:7~b:7.a‘
gvia.b) ggT(a,b) ol gg9T(a,b) &

Beweis: Offensichtlich ist
B RO BN
ggT(a,b) ggT(a,b)

ein Vielfaches sowohl voa als auch vorb. Wenn eine positive ganze Zahl
z gemeinsames Vielfaches varundb ist, dann gibt es ganze Zahlerd
mit

z=c-a und z=d-b.
Nach Satzl.4 existieren Zahlem, v mit

u-a+v-b=ggT(ab).

Somit ist
Z_u~a+v-b.Z_ u-a . v-b .Z_u-a-d~b+v-b-c-a_
ggT(a,b) ggT(a,b) ~ ggT(a,b)  ggT(a,b) ggT(ab)
a-b
———(u-d4+v-c)=m-vza-b)- (u-d+v-c
oD )=m-va-b)- )

ein Vielfaches vorm..

3. Primzahlen

Definition 4.4 : (Primzahl)
Eine naturliche Zahp heil3tPrimzah| wennp ¢ {0,1} und p nur die tri-
vialen Teiler besitzt.

Lemma 4.2 : (Primzahl teilt Faktor)
Sei p eine Primzahl und seientec Z. Wenn p das Produkt-& teilt, dann
teilt p auch einen der Faktoren a und b.

Beweis: Sec € Z mit
c-p=a-b.
Wenn p die Zahla nicht teilt, dann ist ggla, p) = 1 . Daher gibt es ganze
Zahlenu undv mit
l=u-a+v:-p.
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Es folgt
b=b-u-a+b-v-p=u-c-p+b-v-p=(u-c+b-v)-p,
somit istp ein Teiler vonb.

Satz 4.7 : (Primfaktorzerlegung)

Jede ganze Zahl gfier alsl kann als Produkt von Primzahlen geschrieben
werden. Diese Primzahlen heiREnimfaktorender Zahl und sind bis auf
die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis: Es sea eine ganze Zahl grol3er als 1. Wir zeigen die Existenz der
Primfaktorzerlegung durch Induktion naah Wenna = 2 , dann ista eine
Primzahl. Wenma > 2, dann ise.entweder eine Primzahl oder es gibt ganze
Zahlenb, c mit

a=b-c und l1l<b<a und 1l<c<a.

Nach Induktionsannahme sind die Zahbesimdc Produkte von Primzahlen,
somit auch die Zahd .
Wir beweisen noch die Eindeutigkeit der PrimfaktorzerleguSeien

a=pP1P2---Pxk =12 --q¢

zwei Zerlegungen voa in Primfaktoren. Wir zeigen durch wohlfundierte
Induktion, dass die Primfaktoren der zwei Zerlegungen bfslée Reihen-
folge gleich sind. Dgp; das Produky;qp- - - g, teilt, gibt es nach Lemma
4.2eine Zahlj € {1,...,¢} mit py = g;. Somit ist
P2 Pk ng"
i#]
und die Behauptung folgt aus der Induktionsannahme.

Wahrend der gro3te gemeinsame Teiler mit dem binarehdesdhen
Algorithmus schnell berechnet werden kann, ist die Berengrder Prim-
faktorzerlegung im Allgemeinen aufwendig. Daher solltescRenverfah-
ren, in denen Zahlen in Primfaktoren zerlegt werden missah Moglich-
keit vermieden werden.

Satz 4.8 Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Wir nehmen an, die Zahlgn, po, ..., pn waren samtliche Prim-

zahlen. Sei .
q=11pi-
[P
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Dann istqg+ 1 grof3er als jede Primzahl und somit keine Primzahl. Nach
Satz4.7 gibt es eine Primzahp, dieg+ 1 teilt. Da p auchq teilt, wirdep
auch 1 teilen, was im Widerspruch zur Primheit yosteht.

Satz 4.9 : (Berechnung von ggT und kgV aus der Primfaktorzerlegung)
Seien a und b positive ganze Zahlen mit Primfaktorzerlegung

a= i|j pi und b= i|j pi'(i ,

wobei p,..., pn paarweise verschiedene Primzahlenund. e ey, f1,..., fn
natiirliche Zahlen sind. Dann gilt

ggT(a,b) = r!pm'” &% und kgV(b |'!pma"(a fi

wobeimin(g, fi) bzw. maxg, f;) die kleinere bzw. die @f3ere der zwei
Zahlen eund f bezeichnet.

Beweis: Die Zahl

d:= r!pmlnaf

teilt offenbar die Zahlema undb. Da nach Sat#.7 die Primfaktorzerlegun-
gen vona undb eindeutig sind, kann ihr grof3ter gemeinsamer Teiler keine
anderen Primfaktoren alsy, ..., py enthalten. Somit darp; in ggT(a,b)

nur min(g, fj)-mal auftreten. Daher ist = ggT(a,b). Die Behauptung fur
kgV(a,b) folgt aus Satz.6.

4. Restklassen

Definition 4.5: (Kongruenz, Restklassen)
Sein eine positive ganze Zahl. Zwei ganze Zah&b heil3enkongruent
modulo nin Zeichen

a=bmodn,
wenn ihre Reste nach Division duroh

amodn und bmodn

gleich sind. Kongruenz moduloist eineAquivalenzrelation. Did\quiva-
lenzklasse einer ganzen Zahist

a:={a+zn|lzeZ}

und wird dieRestklasseona modulon genannt. Die Menge aller Restklas-
sen modula wird mit

Z/n (SprechweiseZ modulon)
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bezeichnetUbliche Reprasentantensysteme sinckifénsten nicht-negativen
Reste

{0,1,2,...,n—1}
oder dieabsolut-kleinsten Reste
{—-n/2+1,...,-1,0,1,...,n/2} falls n gerade
{—-(n=1)/2,...,-1,0,1,...,(n—1)/2} fallsnungerade

Satz 4.10: (Restklassenarithmetik)
Die Abbildungen

+:7Z/nx Z/n— Z/n, (ab)—a+b:=a+b,
und
1 Z/NnxZ/n— Z/n, (ab)—a-b:=a-b,

sind wohldefiniert. Mit diesen RechenoperationeZigh ein kommutativer
Ring. Das Nullelement vo# /n ist0, das Einselement idt

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die Operationen wohldefigied. Seien
a,c,b,d e Z mit
a=c und b=d.
Dann sinda— c undb — d Vielfache vonn. Wegen
(a+b)—(c+d)=(a—c)+(b—d)
ist auch(a+b) — (c+d) ein Vielfaches vom. Somit gilt
a+b=c+d,
was die Wohldefiniertheit vosn beweist. Wegen
ab—cd=a(b—d)+ (a—c)d
ist
a-b=c-d,

was die Wohldefiniertheit vonbeweist. Dat+ und- Uber die Addition und
Multiplikation ganzer Zahlen definiert sind, erfullen sle= Rechenregeln
eines kommutativen Rings.

Beispiel 4.1: In der Programmiersprache C wird im Datentygsigned
int im RestklassenringZ /n mit n= 232 bzw. n = 2%¢ gerechnet. Als
Summe von ¥ — 1 und 1 ergibt sich dann 0.

Satz 4.11: (Invertierbarbeit von Restklassen)
Sei n eine positive ganze Zahl und a eine ganze Zahl unglaith n
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(1) Die Restklasse von a modulo n ist genau dann invertierbamwe
ggT(a,n)=1.
In diesem Fall knnen mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus

ganze Zahlen w mit u-a+v-n=1 berechnet werden, und dann ist

al=u.

Bezeichne
(Z/n)*
die Gruppe der invertierbaren Restklassen modulo n.
(2) Der RingZ /n ist genau dann ein &per, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis: (1) Wenn gg{la,n) = 1 undu-a+v-n=1ist, dann ist

1=U0-a+v-n=10-a+v-0=0-a.
Wenn umgekehrd invertierbar ist, dann gibt es eine ganze Zahtit
a-b=1 und ab-1=0.
Somit istn ein Teiler vonab— 1. Da ggTa,n) sowohla als auch +-a-b
teilt, ist ggT(a,n) =1.

(2) Sein eine Primzahl und eine ganze Zahl. Dann ist entwedeein
Vielfaches vom oder ggTa,n) = 1. Somit folgt die Behauptung aus (1).

Beispiel 4.2: Die Zahl 6 ist nicht invertierbar modulo 26, das Inverse von
5 modulo 26 ist 21. Der Rind. /2 ist ein Kdrper mit zwei Elementen, der
Ring Z /256 ist kein Korper.

Satz 4.12: (der kleine Satz von Fermat)
Sei p eine Primzahl und sei a eine ganze Zahl, die nicht vorteglgeird.
Dann gilt

aP'=1 modp.

Beweis: Die Restklassen

1a,2a,...,(p—1)a

sind alle von0 und untereinander verschieden und damit eine Permutation
von

1,2,....p—1.
Somit ist
1-2---(p—1)-I:E-%---(p—l)a: 1.2...(p_1).ap—1.

Kirzen liefert das Ergebnis.




65 4. ZAHLENTHEORIE

Satz 4.13: (chinesischer Restsatz)
Seien p und g positive ganze Zahlen gfT(p,q) = 1, und seien a und b
beliebige ganze Zahlen. Dann hat das Kongruenzensystem

X = a modp
X = b modqg
die eindeutige bisung
X = vga+upb modpq,
wobei die ganzen Zahlen u und v mit
up+vg=1
durch den erweiterten euklidischen Algorithmus bereciwestien bnnen.

Beweis: Nach Konstruktion gilt
X=vga=la=a modp und x=upb=1lb=b modq.

Beispiel 4.3: Die eindeutige Losung des Kongruenzensystems
X = 1 mod5
X = 2 mod7
ist
X = 16 mod35

Anwendung findet die modulare Arithmetik zum Beispiel beyptosy-
stemen, wo die Verschliusselungsfunktion leicht zu berenraber schwer
umzukehren sein soll (siehe Lehrveranstaltywéahrscheinlichkeitsrech-
nung und Informationstheorie*).
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Anhang

Das griechische Alphabet

a alpha

B  Dbeta

Yy  gamma
0 delta

€ epsilon
( zeta

n eta

0,9 theta

[ lota

K  kappa
A lambda

g mu

66
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o € X 8 < 4 M T 33O

nu

Xi
omikron
o]

rho
sigma
tau
ypsilon
phi

chi

psi
omega
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ANHANG

Der ASCII-Code

Nr. | Zeichen| Nr. | Zeichen| Nr. | Zeichen| Nr. | Zeichen
O] NUL |32 64 @ 96

1| SOH| 33 |65 Al 97 a
2| STX |34 "1 66 B| 98 b
3| ETX |35 # |67 C| 99 c
4| EOT| 36 $ |68 D| 100 d
5| ENQ| 37 %| 69 E| 101 e
6| ACK | 38 &| 70 F | 102 f
7| BEL |39 71 G| 103 g
8 BS| 40 (|72 H| 104 h
9 HT | 41 ) | 73 | {105 i
10 LF | 42 * | 74 J | 106 ]
11 VT | 43 + |75 K| 107 k
12 FF| 44 , | 76 L | 108 I
13 CR| 45 - |77 M| 109 m
14 SO| 46 . | 78 N| 110 n
15 Sl| 47 /|79 0| 111 0]
16| DLE | 48 0180 P|112 p
17| DC1|49 181 Q| 113 q
18| DC2|50 21|82 R| 114 r
19| DC3|51 3183 S| 115 S
20| DC4 |52 4|84 T|116 t
21| NAK | 53 51|85 u|l11l7 u
22| SYN |54 6 | 86 V118 Y
23| ETB|55 7|87 Wi 119 w
24| CAN | 56 8|88 X120 X
25| EM |57 9189 Y |121 y
26| SUB| 58 : 190 Z|122 z
27| ESC|59 : 91 [ 123 {
28| FS|60 <|92 \ | 124 |
29 GS|61 =193 ] 1125 }
30 RS| 62 > 194 " 1126 ”
31 US| 63 ?195 _1127| DEL

Steuerzeichen: ACK (Acknowledge), BEL (Bell), BS (Backspa CAN (Cancel),

CR (Carriage Return), DC1 (Device Control 1), DC2 (Devicaaol 2),
DC3 (Device Control 3), DC4 (Device Control 4), DEL (Delete)
DLE (Data Link Escape), EM (End of Medium), ENQ (Enquiry),
EOT (End of Transmission), ESC (Escape),

ETB (End of Transmission Block), ETX (End of Text),

FS (File Separator), FF (Form Feed), GS (Group Separator),
HT (Horizontal Tabulation), LF (LineFeed),

NAK (Negative Acknowledge), NUL (Null), RS (Record Sepamf
SI (Shift In), SO (Shift Out), SOH (Start of heading),

STX (Start of Text), SUB (Substitute), SYN (Synchronoug)dl
US (Unit Separator), VT (Vertical Tabulation)
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