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Vorwort

Absolventinnen und Absolventen des Moduls “Diskrete Mathematik” sollen die Inhalte der
Vorlesung verstehen sowie diese wiedergeben und anwenden koénnen. Sie sollen die Fahigkeit
erworben haben, sich &hnliche Inhalte selbstédndig zu erarbeiten. Weiters sollen sie ein
Grundverstédndnis fiir die Methoden der diskreten Mathematik erlangt haben.

In der Vorlesung “Diskrete Mathematik” werden die folgenden Themen behandelt, die im

Proseminar in weiterfithrenden Ubungen vertieft werden.

Wohlfundierte Induktion
— Graphen und Biume
— Grundlagen des Abzéhlens

— Elementare Zahlentheorie

Formale Sprachen und endliche Automaten

— Turing Maschinen
— Die Komplexitditsklassen LOGSPACE, NLOGSPACE, P, NP und PSPACE

Die nichtkursiv gedruckten Inhalte werden im Skriptum “Diskrete Mathematik 1”7 von Arne
Diir behandelt, sieche [2]. In der Folge wird der Stoff jenes Skriptums vorausgesetzt. Die
Inhalte der Lehrveranstaltung “Diskrete Mathematik 2” sind in der obigen Aufzihlung
kursiv gedruckt.

Das vorliegende Skriptum ersetzt nicht den Besuch der Vorlesung, sondern ist als vorle-

sungsbegleitend konzipiert.

Um die Lesbarkeit zu erleichtern, wird in der direkten Anrede des Lesers, der Leserin
prinzipiell die weibliche Form gewé&hlt. In der Erstellung des Skriptums habe ich mich auf
die folgende Literatur gestiitzt (in der Reihenfolge der Wichtigkeit fiir dieses Skriptum) [4,
5, 8, 1].






1

Einleitung und Motivation

1.1 Endliche Automaten

Endliche Automaten (kurz EA) finden vor allem in den folgenden Bereichen ihre Anwen-

dung.
— Software zum Entwurf und Testen von digitalen Schaltkreisen.

— Softwarebausteine eines Compilers. Der lexikalische Scanner (“Lezer”) eines Com-
pilers wird {iblicherweise mit Hilfe von endlichen Automaten implementiert. Hierbei
versteht man unter einem Lexer die Aufteilung des Eingabetextes in logische Einhei-

ten, wie Bezeichner, Schliisselworter und Satzzeichen.

— Software zum Durchsuchen umfangreicher Texte, wie Sammlungen von Webseiten, um

Vorkommen von Wortern, Ausdriicken oder anderer Muster zu finden.

— Software zur Verifizierung aller Arten von Systemen, die eine endliche Anzahl verschie-
dener Zustinde besitzen, wie Kommunikationsprotokolle oder Protokolle zum sicheren

Datenaustausch.

— Softwarebausteine eines Computerspiels. Die Logik bei der Kontrolle von Spielfiguren
kann mit Hilfe eines endlichen Automaten implementiert werden. Dies erlaubte eine

bessere Modularisierung des Codes.

Es gibt viele Systeme oder Komponenten, wie die oben aufgezéhlten, die so betrachtet
werden konnen, dass sie sich zu jedem gegebenen Zeitpunkt in einem von einer endlichen An-
zahl von Zustdnden befinden. Zweck eines Zustands ist es, den relevanten Teil des Verlaufs
eines Systems festzuhalten. Da es lediglich eine endliche Anzahl von Zustéinden gibt, kann

im Allgemeinen nicht der gesamte Verlauf beschrieben werden. Das System muss sorgfiltig
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entworfen werden, sodass nur Unwichtiges ignoriert wird. Da wir nur mit endlich vielen
Zustdnden arbeiten, konnen wir das System mit einer fixen Menge von Ressourcen im-
plementieren, etwa als Schaltkreis in Hardware oder als einfaches Programm. Wir geben
ein Beispiel, des wohl einfachsten endlichen Automaten, einer Abstraktion eines Ein-Aus
Schalters.

Beispiel 1.1 (Ein-Aus Schalter).

Driicken
P
—_—
~—
Driicken

Einer der Zusténde wird als Startzustand ausgewéhlt, dh. als der Zustand, in dem sich das
System urspriinglich befindet. In unserem Beispiel ist Aus der Startzustand.

Konvention. Wir fithren die Konvention ein, dass der Startzustand durch einen Pfeil, der

auf den betreffenden Zustand zeigt, bezeichnet wird.

Beispiel 1.2. Lexical Analyser

t@h@en

Der dargestellte Automat kann als Teil eines Lexers, wie sie im Compilerbau verwendet

werden, verstanden werden. Der Automat erkennt das Schliisselwort then. Der akzeptierende
Zustand des Automaten ist der mit dem Schliisselwort markierte Zustand. Pragnant wird

dies durch den Doppelkreis ausgedriickt.

Konvention. Wie in Beispiel 1.2 ist es oft notwendig, einen (oder mehrere) Zusténde als ak-
zeptierenden Zustand zu kennzeichnen. Gemé#fl Konvention werden akzeptierende Zusténde

durch einen doppelten Kreis bezeichnet.

1.2 Endliche Automaten und Sprachen

Endliche Automaten sind eng mit der Generierung von Sprachen verbunden. Unter einer
Sprache verstehen wir in diesem Zusammenhang eine Menge von Wortern iiber einem vor-
gegebenen Alphabet ¥ und ein Wort ist eine Kette von Zeichen aus X. (Siche [2] fiir die
formale Definition eines Wortes.)

Der Zusammenhang zwischen endlichen Automaten und Sprachen wird im unten stehen-
den Bild 1.1 skizziert. Im folgenden werden wir auch davon sprechen, dass ein Automat eine
Sprache akzeptiert, wenn der Automat genau bei Eingabe der Worter der Sprache in einen
akzeptierenden Zustand gelangt. Wie aus Skizze 1.1 erkenntlich, kann ein Automat mehrere

akzeptierende Zustdnde haben und von diese kénnen auch Kanten wegfiihren.



1.3 Strukturelle Représentationen

/

Endlicher Automat

N\

Abbildung 1.1: Schema eines endlichen Automaten

1.3 Strukturelle Reprasentationen

Obwohl endliche Automaten ein sehr anschauliches Bild eines Berechnungsmodells mit nur
endlich vielen Zustidnden liefern, ist es manchmal hilfreich Automaten in anderer Form zu
reprasentieren. Genauer gesagt wird nicht der Automat selbst dargestellt, sondern die von
dem Automaten akzeptierte Sprache. Die wichtigsten Repréisentanten sind Grammatiken

und reguldre Ausdriicke.

— Grammatiken sind niitzliche Modelle zum Entwurf von Software, die Daten mit ei-
ner rekursiven Struktur verarbeiten. Das bekannteste Beispiel ist ein Parser, also die
Komponente eines Compilers, die mit den rekursiv verschachtelten Elementen einer
typischen Programmiersprache umgeht, wie arithmetische Ausdriicke, Bedingungsaus-

driicke usw.

— Auch regulire Ausdriicke beschreiben Sprachen, sind aber in ihrer Ausdrucksstirke
gegeniiber Grammatiken eingeschrinkt.! Regulire Ausdriicke werden bevorzugt zur

Textsuche und insbesondere zum pattern matching verwendet.

1.3.1 Grammatiken

Ganz allgemein ausgedriickt dienen Grammatiken® als Regelwerk zur Bildung von Sditzen
einer Sprache. Die Grammatik, der deutschen Sprache etwa, ist ein—meist als héchst kom-

pliziert empfundenes—Regelwerk zur richtigen Bildung deutscher Sétze, die wiederum die

! Wir werden spéter schen, dass die Ausdrucksstirke von reguliren Ausdriicken genau der von endlichen
Automaten entspricht, wohingegen Grammatiken im Allgemeinen méchtiger sein kénnen.

2 Formale Grammatiken werden in dieser Einleitung der Vollsténdigkeit halber erwihnt, werden aber in der
Folge nicht weiter vertieft.
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deutsche Sprache ausmachen. Vereinfacht kénnen wir Sitze als Sequenzen von Wértern ver-
stehen. Worter sind wiederum Sequenzen von Buchstaben. Also beschreiben Grammatiken,
abstrakt gesprochen das “richtige” Bilden von Mengen von Buchstabensequenzen. In der
Theorie der formalen Sprachen nennt man, der Einfachheit halber, Mengen von Wértern

Sprachen. Das folgende Beispiel verdeutlicht den Zusammenhang zu “echten” Grammatiken.

Beispiel 1.3.

S — Pronomen Nomen Verb Adjektiv
Nomen — Lehrveranstaltungsleiter
Nomen — Vortragende
Pronomen — Unsere | Meine
Verb — sind

Adjektiv — léstig | nett | streng | zu schnell | anspruchsvoll

Es gilt S = “Unsere Lehrveranstaltungsleiter sind anspruchsvoll”, wobei die binére Relation
S = “Satz” informell bedeutet, dass der “Satz” aus dem Startsymbol S korrekt hergeleitet

werden kann (in der Grammatik).
Wir sagen, der Satz
“Unsere Lehrveranstaltungsleiter sind anspruchsvoll” |

ist aus S ableitbar. Im Allgemeinen ist unser Interesse aber nicht auf die syntaktische Simulie-
rung von real existierenden Sprachen bezogen, sondern vielmehr auf die Analyse rekursiver

Strukturen, wie etwa Programmiersprachen, gerichtet.

Beispiel 1.4. Wenn wir von der Bedeutung in der obigen Grammatik abstrahieren, erhalten
wir die folgende Grammatik. (Um die Verwechslung mit dem Startsymbol auszuschliefen,

wurde die Abkiirzung “H” fiir Nomen gewihlt.)

S — PHVA Vs
H—1|v A—ld|n|str|zs]|a
P—u|m

Offensichtlich gilt S = ulsa.

Wie kann nun die von der gerade eingefithrten Grammatik beschrieben Sprache durch
eine endlichen Automaten beschrieben werden? Sehr einfach, indem die Ubergiinge des Au-
tomaten mit der Eingabe verkniipft werden und bei jedem Ubergang ein Buchstabe des

eingegebenen Wortes verarbeitet wird.
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Symbol Bedeutung
bezeichnet jeden Charakter
\s steht fiir das Sonderzeichen s
-8 bezeichnen Zeilenanfang, bzw. Zeilenende
[aras - -ag] | bezeichnet (a1 + ag + -+ + ag)
[Faiag - --ax] | alle Zeichen aufler ai,aq, ..., ax
[ — y] alle ASCII Zeichen zwischen z und y.

Beispiel: [A — Z] beschreibt alle GroBbuchstaben.
heifit “keines oder eines”

+ bezeichnet “eines oder mehrere”. Bitte beachten
Sie den Unterschied zwischen dem Unix-Symbol +
und dem Symbol fiir Vereinigung + in der forma-
len Definition von reguléren Ausdriicken.

* bezeichnet Kleene Stern

R{n} “genau n Kopien” von R.

Abbildung 1.2: Regulidre Ausdriicke in Unix

Beispiel 1.5. Der folgende Automat akzeptiert genau die von der obigen Grammatik be-

schriebene Sprache.

14
u | n
m v

zs

a

1.3.2 Regulédre Ausdriicke

Regulére Ausdriicke (kurz RA) werden intensiv in Betriebssystemen, wie etwa MS-DOS
oder Unix verwendet. Die folgenden Beispiele zeigen fiir diese Betriebssysteme typische

Ausdriicke:

Beispiel 1.6.

MS-DOS dir a*.exe
Unix ~[0-9]+\. [0-9]*(E[+-]7[0-9]+)7$

Traditionellerweise haben regulidre Ausdriicke im Besonderen im Betriebssystem Unix eine
ausgewihlte Rolle gespielt (siehe auch Sektion 1.4). Im Beispiel 1.6 wird etwa ein regulérer
Ausdruck dargestellt, der eine Gleitkommazahl reprisentiert. Hier werden die Ausdrucks-
elemente aus Tafel 1.2 verwendet, die unter Unix zur Verfiigung stehen. Wie aus Beispiel 1.6

ersichtlich, werden auch in MS-DOS regulédre Ausdriicke verwendet.
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Unabhéngig von den Ausdriicken in Tafel 1.2 geben wir eine formale induktive Definition

von reguldren Ausdriicken an. Hier konnen wir uns auf die Operationen der Verkettung,

*

der Vereinigung + und den Kleene Stern *, auch Abschluss genannt, beschrinken. Vorest

geniigt es regulire Ausdriicke E zu definieren und die Definition der Sprache L(E) des RA

FE informell zu lassen. In Kapitel 2.3 wird die Definition vervollstdndigt.
Definition 1.1. Sei ¥ ein endliches Alphabet.

1. BAsIs
a) Die Konstanten & und e sind regulidre Ausdriicke, die die Sprachen {e} bzw. &
beschreiben.

b) Fiir jedes e € X ist e ein regulérer Ausdruck (RA), der die Sprache {e} bezeichnet.

2. SCHRITT
a) Fiir jeden RA F ist auch E* ein RA, der die beliebige Aneinanderkettung von
Wortern in der Sprache von E bezeichnet.

b) Fiir Ausdriicke E und F ist auch EF ein RA, der die Aneinanderkettung der von
E und F beschriebenen Worter bezeichnet.

¢) Fir RA F und F ist auch E + F ein RA, der die Vereinigung der Sprachen von
FE und F angibt.

d) Wenn FE ein RA ist, dann ist auch (E), der geklammerte Ausdruck E ein RA.

Nur die durch die obigen Regeln erstellbaren Zeichenketten werden als reguldre Ausdriicke

bezeichnet, nichts sonst.

Beispiel 1.7. Mit Hilfe von reguléren Ausdriicken kénnen wir die in Beispiel 1.3 betrachtete

Sprache beschreiben:
ulsa € L((u+ m)(14+ v)(s)(ld + n + str + zs + a) ,
das heifit, das Wort ulsa ist eine Element der Sprache des reguldren Ausdrucks:

(u+m)1+v)(s)(la+n+str+zs+a).

1.4 Geschichte

Mit dem Begriff Automatentheorie ist das Studium abstrakter Rechengeréte oder Maschi-
nen gemeint. In den 1930er Jahren studierte Alan Turing eine abstrakte Maschine, die
tiber séimtliche Fihigkeiten heutiger Computer verfiigt, zumindest was deren prinzipielle

Rechenleistung betrifft.



1.4 Geschichte

Turing hatte zum Ziel, die Grenze zwischen dem, was ein Computer berechnen kann, und
dem, was er nicht berechnen kann, genau zu beschreiben. Seine Schlussfolgerungen treffen
nicht nur auf seine abstrakten Turing-Maschinen zu, sondern auch auf die heutigen realen
Maschinen, zum Beispiel, dass es Grenzen der Berechenbarkeit gibt; dh. Entscheidungspro-
bleme, die rein prinzipiell von einer Maschine nicht gelost werden kénnen.

In den 1940er und 1950er Jahren wurden von einigen Forschern einfachere Maschinen
untersucht, die heute als endliche Automaten bezeichnet werden. Diese Automaten, ur-
spriinglich zur Simulation von Gehirnfunktionen von Warren McCulloch und Walter Pitts
eingefiihrt, haben sich fiir verschiedene andere Zwecke als niitzlich erwiesen.

In den 1950er Jahren wurden die von Warren McCulloch und Walter Pitts vorgelegten
Definition von Stephen Kleene aufgenommen und mathematisch prézise gefasst. Auf Kleene
geht die Definition von reguldren Sprachen zuriick und in seinem Namen wird der Operator
* auch oft als Kleene-Stern bezeichnet. In den spéten 1950er Jahren begann zudem der
Linguist N. Chomsky, formale Grammatiken zu untersuchen. Diese Grammatiken sind zwar
streng genommen keine Maschinen, weisen jedoch enge Verwandtschaft zu abstrakten Au-
tomaten auf und dienen heute als Grundlage einiger wichtiger Softwarekomponenten, wie
etwa Compiler.

1969 fithrte Stephen Cook, Turings Untersuchung der Frage fort, was berechnet wer-
den kann und was nicht, indem er untersuchte, welche Probleme tatsdchlich—also mit ver-
tretbarem Aufwand—algorithmisch zu l6sen sind. Die Klasse der géngigerweise als nicht
handhabbar (intractable) betrachteten Probleme werden als NP-hart bezeichnet, diese Be-
griffsbestimmung geht auf Cook zuriick. Es ist sehr unwahrscheinlich, dass die exponentielle
Steigerung der Rechengeschwindigkeit, die bei der Computerhardware erzielt worden ist
("Moores Gesetz”), sich bemerkenswert auf unsere Féhigkeit auswirken wird, umfangreiche
Beispiele solcher nicht handhabbaren Probleme berechnen zu kénnen.

Anwendungen von reguldren Sprachen, bzw. reguldren Ausdriicken finden sich etwa auch
in der Genese des Betriebssystems Unix. Ken Thompson baute reguldre Ausdriicke in den
Texteditor ged ein, und spiiter in den Editor ed. Regulire Ausdriicke werden seit Beginn
bei Unix verwendet. Beispiele hierfiir sind expr, awk, Emacs, vi, lex und Perl. Die bessere
Integration von reguldren Ausdriicken ist das erklérte Ziel in der Entwicklung von Perl 6,

siehe http://dev.perl.org/perl6.


http://dev.perl.org/perl6
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Endliche Automaten und reguldre Sprachen

2.1 Deterministische endliche Automaten

Wir definieren formal, was wir in der Folge unter einem endlichen Automaten verstehen

werden. Wir beginnen mit der Definition von deterministischen endlichen Automaten.
Definition 2.1. Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) ist gegeben durch

1. eine endliche Menge @) , deren Elemente Zustdnde heiflen,

2. eine endliche Menge ¥ , die Fingabealphabet heifit und deren Elemente Fingabezeichen

genannt werden,

3. eine Abbildung
0:QxX—Q

die Zustandsiibergangsfunktion heiffit und angibt, wie sich der Zustand des Automaten
bei einer Eingabe dndern kann. Zu beachten ist, dass ¢ fiir alle moglichen Argumente

definiert sein muss.
4. einen ausgezeichneten Zustand, der Startzustand genannt wird,

5. eine Teilmenge F C @ , deren Elemente akzeptierende Zustinde genannt werden.

Die kiirzeste Repréasentation eines DEA A besteht darin das obige 5-Tupel anzugeben.

A:(Q,Z,(S,QO,F) .



2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

Beispiel 2.1. Wir definieren einen DEA, der alle aus Oen und len bestehenden Zeichenket-
ten akzeptiert, die die Folge 01 enthalten und sonst nichts. Diese Sprache L wird wie folgt

beschrieben
L = {201y | z,y sind beliebige Zeichenketten aus Oen und len} .

Die Sprache L enthilt etwa die Worter 01,11010, 100011.

Um die Konstruktion eines geeigneten Automaten A zu bewerkstelligen, betrachten wir

die folgenden 3 mdoglichen Zustéinde des Automaten A.
— A hat die Sequenz 01 bereits gelesen, dann akzeptiert A jede weitere Eingabenfolge.

— A hat nur die Sequenz 0 gelesen, dann gelangt A in den ersten Zustand, sobald als

ndchstes 1 gelesen wird; sonst verharrt A in diesem Zustand.

— A hat entweder noch nichts gelesen, oder 01 wurde noch nicht gefunden und das letzte
gelesene Symbol ist 1, dann gelangt A in den zweiten Zustand, wenn eine 0 gelesen

wird, sonst verharrt er in diesem Zustand.

Diese Beobachtungen sind ausreichend, um die Ubergangsfunktion zu definieren. Zunéchst
erkennen wir, dass der letzte der drei oberen Zusténde, genau dem Startzustand ¢g ent-

spricht. Wir definieren
6(Q05 1) =4qo,

dies entspricht dem “Verharren” in diesem Zustand. Nun identifizieren wir den zweiten der

oberen Zustdnde mit ¢; und setzen

5(Q070) =4dq1,

das heifit A geht beim Lesen von 0 in den Zustand ¢;. Mit der selben Art der Ubersetzung

der informellen Beschreibung in die (formale) Ubergangsfunktion & erhalten wir

0(q1,0) = q1 3(q1,1) = q2,

und
9(q2,0) = g2 3(q2,1) =q2 .

Die vollstéandige Spezifikation des Automaten A, der genau die Sprache L aus dem Bei-
spiel 2.1 beschreibt, lautet

A= ({QOa qi, Q2}7 {07 1}7 9, qo, {QQ}) :

10



2.1 Deterministische endliche Automaten

momentaner | Eingabe

Zustand ecy

R>3q 6(q,e)

Abbildung 2.1: Die Zustandsiibergangsfunktion dargestellt durch die Zustandstafel

Die Zustandsiibergangsfunktion kann tabellarisch in der Zustandstafel angegeben werden,
siehe Abbildung 2.1. Visualisiert kann der Automat durch seinen Zustandsgraphen werden,

der als gerichteter Graph wie folgt definiert ist:

— Die Ecken sind die Zustande.

— Fiir Zusténde p, g € @ sind die Kanten von p nach ¢ alle Tripel

(p,a,q) mit ac€d und d(p,a) =q.

Ublicherweise schreibt man auf jede Kante (p,a,q) die Eingabe a, den Startzustand mar-
kiert man mit einem Pfeil, und die akzeptierenden Zustinde werden mit einem doppelten
Kreis gekennzeichnet. Der in Beispiel 2.1 gefundene Automat kann somit durch seinen Zu-

standsgraphen wie folgt dargestellt werden.

1

0

Gleichzeitig ist auch eine Darstellung durch die Zustandstafel denkbar.

0|1

—qo | 91 | 90
a1 q1 | q2
*q2 | G2 | G2

Wir schreiben — ¢, um darzustellen, dass ¢ der Startzustand ist und wir schreiben *¢, um ¢
als akzeptierenden Zustand zu kennzeichnen. Wenn wir diese Konventionen einhalten, dann
kann aus der Zustandstafel alles Wissenswerte iiber den beschriebenen DEA herausgelesen
werden, wie Menge der Zustéinde, Eingabealphabet, Ubergangsfunktion, Startzustand und

finale Zustéinde. In der Folge definieren wir die erweiterte Ubergangsfunktion.

11



2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

Definition 2.2. Sei § eine Ubergangsfunktion, dann definiere 5 Q x X* — @ induktiv.

1. Basis:

0(q,€):=q .

2. SCHRITT:
5(g.za) = 8(8(¢, ), a) .

Beachten Sie, dass wir hier von unserer Konvention Gebrauch machen, dass Buchstaben
vom Ende des Alphabets oder griechische Buchstaben (in der Definition etwa x) Strings
bezeichnen, wogegen lateinische Buchstaben vom Anfang des Alphabets (etwa a) einzelne
Buchstaben im Alphabet bezeichnen.

Schliefllich kénnen wir die Sprache eines DEA A = (Q, %, 0, qo, F') definieren. Diese Spra-
che wird als L(A) bezeichnet und wie folgt definiert.

L(A) := {z | §(qo,z) € F} .

Das heift, die Sprache von A ist die Menge der Zeichenreihen x, die vom Startzustand g

in einen akzeptierenden Zustand fiihren.

Definition 2.3. Wenn L fiir einen DEA A gleich L(A) ist, dann bezeichnen wir L als

requldre Sprache.

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Wir wenden uns nichtdeterministischen endlichen Automaten zu. Angenommen wir befin-
den uns in einem endlichen Automaten in einem bestimmten Zustand ¢. In einem nichtde-
terministischen endlichen Automaten (kurz NEA) ist der Zustand p, in den wir gelangen,
wenn wir den mit einem bestimmten Eingabesymbol a markierten Kanten folgen, nicht
eindeutig bestimmt. Es ist zugelassen, dass es iiberhaupt keine solche Kante gibt, oder
dass es mehrere solcher Kanten gibt. Trotzdem werden wir in dieser Sektion zeigen, dass
die von nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen auch von deter-
ministischen endlichen Automaten akzeptiert werden. Wir beginnen mit einer informellen

Erkldrung anhand eines Beispiels.
Beispiel 2.2. Wir betrachten den folgenden endlichen Automaten N:

0,1

12



2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

0 0 1 0 1

9Q — 40 ——> o ——> 40 ——> qo —— 40

~.

q1 q1 q1

Sackgasse \ \

q2 q2
Sackgasse akzeptiere

Abbildung 2.2: Akzeptieren in einem nichtdeterministischen endlichen Automaten

In dem Beispiel ist zu beachten, dass der Automat tatséchlich nichtdeterministisch ist, da
vom Zustand gp zwei mit 0 markierte Kanten wegfiihren. Der Automat muss also eine Wahl
treffen, ob er bei Eingabe 0 in Zustand ¢y bleiben soll oder in den Zustand ¢; wechseln soll.
Trotzdem ist es intuitiv versténdlich, dass der Automat alle Worter, die mit dem String 01
enden, akzeptiert. Wir erklédren die Situation mit dem folgenden Bild, das die Art darlegt,
wie der NEA im Beispiel das Wort 00101 verarbeitet, siehe Bild 2.2.

Definition 2.4. Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist gegeben durch

1. eine endliche Menge @) , deren Elemente Zustdnde heiflen,

2. eine endliche Menge ¥ , die Fingabealphabet heifit und deren Elemente Fingabezeichen

genannt werden,

3. eine Abbildung
0:Q xX—PQ)

die Zustandsiibergangsfunktion heiffit und angibt, wie sich der Zustand des Automaten

bei einer Eingabe #ndern kann. Hier bezeichnet P(Q) die Potenzmenge von Q.
4. einen ausgezeichneten Zustand qg, der Startzustand genannt wird,

5. eine Teilmenge F C @ , deren Elemente akzeptierende Zustinde genannt werden.

Beispiel 2.3. Der im obigen Beispiel angegebene NEA N ldsst sich nun formal als 5-Tupel

darstellen

({90, 91,92}, {0, 1}, 0, 0, {¢2}) ,

13



2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

wobei ¢ durch die folgende Zustandstafel definiert wird.

0 1
—qo | {90, 1} | {q0}
a1 9 {a2}
*Q2 %) %)

In der Folge definieren wir die erweiterte Ubergangsfunktion fiir nichtdeterministische

endliche Automaten.
Definition 2.5. Sei § die Ubergangsfunktion eines NEA. Dann definieren wir die erweiterte
Ubergangsfunktion 6: Q x ©* — P(Q) induktiv.

1. Basis:

d(g,€) = {q} .

2. SCHRITT. Wir definieren 6(q,z),  # e. Sei # = ya und angenommen §(q,y) =

{p1,...,pr} und
k

Udwia)={r1,....rm} .

i=1
Dann setzen wir

o(g,ya) ={r1,...,rm} .

Weniger formal ausgedriickt: Wir berechnen & (¢, ya) indem wir zuerst ) (¢,y) berechnen und

dann jedem Ubergang von einem dieser Zustinde folgen, der mit a markiert ist.

Beispiel 2.4. Wir verwenden die Definition der erweiterten Ubergangsfunktion, um das

Verhalten des obigen NEA auf der Eingabe 00101 zu beschreiben.

3(q0,€) = {ao}-
- 9(90,0) = 6(g0,0) = {a0, a1}
~ 4(90,00) = 6(g0,0) U(q1,0) = {g0, 1} U@ = {ao. a1}
~ 6(g0,001) = 6(go, 1) Ub(q1, 1) = {go} U{a2} = {a0, g0 }-
~ 6(40,0010) = §(g0,0) U 8(g2,0) = {q0,¢1} U@ = {a0, 1 }-

— 6(q0,00101) = (g0, 1) Ud(q1,1) = {qo} U {2} = {q0, 32}

Schliefllich kénnen wir die Sprache eines NEA A = (Q, X, 9, qo, F') definieren. Ein NEA

akzeptiert ein Wort x, wenn es moglich ist eine beliebige Sequenz von Auswahlen zu treffen,

14



2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

withrend die Buchstaben von x gelesen werden und der Automat vom Startzustand in den
akzeptierenden Zustand gelangt. Natiirlich miissen alle Zeichen des Wortes x betrachtet
(man sagt auch konsumiert) werden. Diese Sprache wird als L(A) bezeichnet und wie folgt
definiert.

L(A) = {z | §(qo,2) N F # @} .

2.2.1 Teilmengenkonstruktion

Wir wenden uns der Aquivalenz von deterministischen und nichtdeterministischen Automa-
ten zu. Die dazu verwendete Konstruktion wird als Teilmengenkonstruktion bezeichnet.

Wir beginnen mit einem NEA, N = (Qn,%,0n, o, F'v) und konstruieren einen DEA
D= (Qp,%,p,{q}, F), sodass L(D) = L(N). Klarerweise besitzen die beiden Automaten
dasselbe Alphabet . Nun definieren wir die iibrigen Komponenten fiir D.

1. @Qp ist die Menge der Teilmengen von @y. Wenn somit N iiber n Zustéinde verfiigt,

dann verfiigt D iiber 2" Zusténde.

2. Zur Berechnung von dp betrachten wir jede Teilmenge S C @y und jedes a € 3. Wir
setzen:

dp(S,a) = U on(p,a) .

peES
D.h. wir betrachten alle in S enthaltenen Zustinde, untersuchen zu welchem Zustand

diese in N bei Eingabe a fithren und nehmen die Vereinigung aller moglicherweise

erreichten Zusténde.
3. Fp ist definiert als die Menge {S C Qn | SN Fn # O}.

Nun betrachten wir den NEA N aus Beispiel 2.2 und wenden die Teilmengenkonstruktion
an. Wir erhalten die Ubergangsfunktion, die in Abbildung 2.3 dargestellt ist. Diesen DEA
bezeichnen wir mit D. Wir schreiben D um, um zu verdeutlichen, dass es sich hierbei um
einen deterministischen Automaten handelt. Der erhaltene Automat D’ ist in Abbildung 2.4
angegeben.

Es ist zu beachten, dass in diesem Fall die Teilmengenkonstruktion recht ineffizient aus-
gefithrt wurde, da von den 8 angegebenen Zusténden in der oberen Tabelle, nur 3, ndmlich
B, E und F tatséchlich erreichbar sind. Die anderen Zustéinde konnen offensichtlich aus
dem Automaten entfernt werden, ohne dass sich dabei die akzeptierte Sprache &ndert. Um
diesem Tatbestand Rechnung zu tragen, kénnen wir die Teilmengenkonstruktion im Sinne

einer lazy evaluation &ndern.

Definition 2.6. Wir definieren induktiv jene Teilmengen von @y die tatséchlich erreichbar

sind.
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

0 1

1] %] (%}
— {QO} {QO7 (h} {QO}
{a1} 2] {2}

#{q2} & Z

{90, 1} | {q0, 1} | {q0, 92}

#{q0,q2} | {90, a1} | {ao}

#{q1, g2} % {q2}
#{q0,q1, 92} | {00, 1} | {90, @2}

Abbildung 2.3: Ubergangsfunktion fiir DEA D

01

A Al A

—-B|FE|B
C |A|D

xD |A] A
E |E|F

xF |E|B

«xG | A|D

xH |FE | F

Abbildung 2.4: Ubergangsfunktion fiir DEA D’
1. BAsis: Wir wissen, dass die einelementige, den Startzustand von N enthaltende Menge
erreichbar ist.

2. SCHRITT: Angenommen die Menge S ist erreichbar. Dann sind fiir jeden Eingabe-
buchstaben a die Teilmengen, die wir mit der Ubergangsfunktion dp (S, a) berechnen

konnen, erreichbar.

Es ist leicht einzusehen, dass die Zustdnde des DEA D auf die erreichbaren Teilmengen
von @y eingeschrankt werden konnen. Folglich miissen wir nur fiir diese Teilmengen die

Ubergangsfunktion § p berechnen. Wir zeigen, dass die Teilmengenkonstruktion korrekt ist.

Satz 2.1. Wenn D = (Qp,%,0p,{q}, Fp) der DEA ist, der mit der Teilmengenkonstruk-
tion aus dem NEA N = (Qn,X,0N,qo, FN) konstruiert wurde, dann gilt L(D) = L(N).

Beweis. Wir beweisen fiir alle Worter « mit Induktion iiber ¢(x), dass

op({qo}, ) = dn (g0, ) - (2.1)
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2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Angenommen, der Beweis hierfiir ist uns bereits gelungen. Dann erkennt man leicht aus
der Definition von L(D), L(N) die Korrektheit der Behauptung:

L(N) = {z | ox(q0,2) N Fy # @}
={z|dp({a},z) N Fy # @}
={z | dp({a},z) € Fp} = L(D) .

Nun zeigen wir (2.1).

1. Basis: Sei /() =0, dh. z = €. Dann

op({a0},€) = {0} = on(qo.€) -

2. SCHRITT: Sei z = ya. Nach Induktionshypothese gilt 5D({qo},y) = on(qo,y). Wir

nehmen an, dass SN(qO, y) = {p1,...,pr}. Nach Definition von Sy gilt:

q()uya U 5N pu . (22)

Andererseits gilt nach Definition von 4 p:

k
Sp({p1, - m}ra) = on(pira) . (2.3)
=1

Nun 16sen wir die Definition der erweiterten Ubergangsfunktion fiir 6 p auf:

dp({q0},ya) = 6p(6p({g0},y),a) = Sp({p1,..., P}, a) . (2.4)

Die Kombination der Gleichungen (2.2)—(2.4) liefert den Induktionschritt:

k

SD({QO},ZJG) = 5D({p17 cee 7pk}7 a) = U 5N(pi7a> = SN(Q(% ya) .

i=1
Somit folgt die Gleichung (2.1) und der Beweis des Satzes ist vollstindig.

O

Satz 2.2. Eine Sprache L wird genau dann von einem DEA akzeptiert, wenn L von einem
NFEA akzeptiert wird.

Beweis.
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

1. Wenn: Dieser Teil des Satzes folgt aus der Teilmengenkonstruktion.

2. Nur-dann-wenn: Dieser Teil ist einfach, da wir nur den gegebenen DEA in einen NEA
umschreiben miissen. Formal ausgedriickt, sei D = (Qp, %, dp, qo, F'). Dann definiert

man einen NEA N, indem wir die Ubergangsfunktion dy wie folgt definieren: wenn

dp(p,a) = q, dann dn(p,a) = {q}.

O]

Die Teilmengenkonstruktion fithrt potentiell zu einer exponentiellen Explosion der be-
trachteten Zustédnde. In der Praxis tritt diese Explosion jedoch recht selten auf. Das néchste
Beispiel zeigt jedoch, dass wir einen (relativ) einfachen NEA angeben konnen, sodass der

assoziierte DEA die potentielle obere Schranke fast erreicht.

Beispiel 2.5. Betrachte den folgenden NEA N:

0,1
-~

Zunéchst sehen wir, dass N genau die Worter iiber dem Alphabet {0, 1} akzeptiert, sodass
das n-te Zeichen vor Ende des Strings eine 1 ist. Es ist einfach einzusehen, dass jeder DEA
D, der dieselbe Sprache wie der NEA in Beispiel 2.5 akzeptieren soll, sich alle n Zeichen
merken muss, die vor dem Wortende gelesen werden. Angenommen D hétte nun weniger
als 2" Zusténde. Dann gébe es aber einen Zustand ¢, der nicht zwischen zwei verschiedenen
Zeichenreihen

aias - - - an und biby - - - by, ,

unterscheiden kann. Das fiihrt wie folgt zum Widerspruch. Da die beiden Worter verschie-
den sind, muss es zumindest eine Position ¢ geben, wo sie sich unterscheiden. Sei i = 1 und
0.b.d.A." kénnen wir annehmen dass a; = 1 und b; = 0. Dann miisste g aber das Wort
aias - - - an akzeptieren, wohingegen das Wort b1bo - - - b, zu verwerfen wire. Nach Vorausset-
zung kann ¢ aber nicht zwischen den beiden Worten unterscheiden. Widerspruch. Sei nun
i > 1, dann betrachten wir den Zustand p, in den D, nach dem Lesen von ajas - - - a0 !
bzw. biby - - - b,0°"!, kommt. Nun kann das Argument fiir den Zustand p wiederholt werden

und wir erhalten wiederum einen Widerspruch zur Annahme, dass D existiert.

Bemerkung. Sei N ein NEA mit [6(g,a)] < 1 fiir alle ¢ € @ und alle a € ¥. (Hier

bezeichnet |0(q, a)| die Kardinalitdt der Menge (g, a).) Durch Einfiihren eines sogenannten

! Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
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2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Fangzustandes f und Erweiterung der Zustandsiibergangsfunktion

d(q,a) falls g€ @ und [6(q,a)] =1
{f} falls (¢ € @ und |d(g,a)]=0) oder ¢=f

§(q,a) ==

erhélt man einen NEA N’, der dieselben Worter wie N akzeptiert. Nun ist es leicht einzu-
sehen, dass der NEA N’ dquivalent zu einem DEA ist, der dieselbe Anzahl an Zustinden
hat. Daher werden in der Folge auch Automaten mit hdchstens einem Folgezustand als

deterministisch bezeichnet.

2.2.2 Endliche Automaten mit Epsilon-Ubergingen

Wir stellen die letzte Erweiterung von deterministischen endlichen Automaten vor. Diese
Erweiterung erlaubt die Moglichkeit spontan (ohne das Lesen eines Zeichens) den Zustand
zu wechseln. Dieser spontane Ubergang in einen anderen Zustand wird mit e-Ubergingen
modelliert.

Wir betrachten Gleitkommazahlen und suchen einen Automaten, der Zahlen akzeptiert,

die sich wie folgt zusammensetzen.
1. einem optionalen Vorzeichen: 4+, —,
2. einem String von Ziffern zwischen 0 und 9,
3. einem Dezimalpunkt und
4. einem weiteren String von Ziffern zwischen 0 und 9.

Die in den Punkten 2, 4 beschriebenen Ziffernstrings kénnen leer sein, aber zumindest einer
der beiden Strings muss vorhanden sein.

Der im néchsten Beispiel angefithrte Automat akzeptiert nun genau die gesuchte Klasse
von Gleitkommazahlen. Wir schreiben abkiirzend [0, 9] fiir 0, 1,...,9.

Beispiel 2.6.

[0,9] [0,9]

-
()0 Y
B ——{0—+>)

@—=
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

Im Unterschied zu frither betrachteten nichtdeterministischen Automaten, haben wir in
diesem Automaten die Moglichkeit von A nach B zu gelangen ohne ein Zeichen zu lesen.

Dies wird durch den mit € markierten Ubergang von A nach B erméglicht.

Definition 2.7. Jeder e-NEA kann auf dhnliche Art beschrieben werden wie ein NEA, der
Unterschied liegt nur in der Ubergangsfunktion §. Hier ist

— das erste Argument ein Zustand in ) und
— das zweite ein Element von ¥ U {e}.
Um Verwechslungen auszuschliefen, fordern wir, dass € nicht in ¥ vorkommt.

Beispiel 2.7. Ein e-NEA sei gegeben durch
E:{Ovl} ) Q:{A,B,C,D} ) QO:A ’ F:{C}
und ¢ laut folgender Tabelle:

0 1 €
B} | o |[{B)
{py |{B,C}| &

%) ) @

{C,D} %] %)

S| Q| W~

Den Zustandsgraphen von A kann man wie folgt zeichnen:

Um die erweiterte Ubergangsfunktion fiir e-NEA zu definieren, bendtigen wir die Defi-
nition der e-Hiille. Zum besseren Verstindnis dieser Definition empfiehlt es sich, sich die

Nachfolgersuche in der Graphentheorie (siehe [2, Satz 2.5]) zu vergegenwiirtigen.
Definition 2.8. Wir definieren die e-Hiille eines Zustands ¢ induktiv.

1. Basis: Wir setzen ¢ € e-Hiille(q).
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2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

2. SCHRITT: Sei p € e-Hiille(q) und § die Ubergangsfunktion des e-NEA. Dann gilt
d(p,€) C e-Hiille(q).

Definition 2.9. Nun definieren wir die erweiterte Ubergangsfunktion 6: Q x (BU{eh)* —
P(Q) fiir einen e-NEA induktiv.

1. Basis: 6(q, €) = e-Hiille(q).

2. SCHRITT: Wir definieren 5(q, x), sel x = ya. Angenommen 5(q, y) ={p1,...,pr} und

k
U d(pisa) ={r1,....,rm}.
i=1
Dann setzen wir .
6(q,ya) = U e-Hiille(r;) .
j=1

Definition 2.10. Sei £ = (Q, %, d, qo, F') ein e-NEA. Dann definieren wir die von E akzep-
tierte Sprache wie folgt: L(E) := {z | §(qo, z) N F # @}.

Wie oben konnen wir fiir jeden e-NEA E einen DEA D finden, indem wir die Teilmen-
genkonstruktion anpassen. Wir beginnen mit einem e-NEA, E = (Qg, %, 0g, qo, Fr) und
konstruieren einen DEA D = (Qp, %, 0p,qp, Fp), sodass L(D) = L(E).

— @p ist die Menge der Teilmengen von Qg. Genauer wird sich zeigen, dass alle er-
reichbaren Zustéinde von D e-abgeschlossen sind, das heifit die Zustdnde von D sind
Mengen S C Qg sodass S = e-Hiille(S5).

— Zur Berechnung von ép betrachten wir eine Teilmenge S C Qg und jedes a € 3.

Angenommen S = {pi,...,pr}. Wir berechnen die Menge Ule 0g(pi,a). Sei diese

Menge gleich {r1,...,r,}. Dann setzen wir
m

0p(S,a) = U e-Hiille(r;) .
j=1

— ¢qp = e-Hiille(qo).
— Fp ist definiert als die Menge {S C Qg | SN Fr # @}.
Mit Hilfe dieser Definition zeigen wir wie oben den folgenden Satz.

Satz 2.3. Fine Sprache L wird genau dann von einem e-NEA akzeptiert, wenn L von einem
DEA akzeptiert wird.
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

Beweis.

1. Wenn: Hier ist nur zu zeigen, dass ein DEA in einen dquivalenten e-NEA transformiert

werden kann. Das folgt analog zu oben.

2. Nur-dann-wenn: Wir wenden die erweiterte Fassung der Teilmengenkonstruktion an
und erhalten einen DEA:

(QD7 Ea 6D7 4D, FD) .
Die Behauptung folgt, wenn wir die folgende Gleichung zeigen kénnen.

N

5D(QD7$) = SE(QOaw) )

fiir jedes Wort z. Dies gelingt mit Induktion iiber ¢(z); die Details iiberlassen wir der

Leserin.

O]

Beispiel 2.8. Wir betrachten den folgenden e-NEA N:

€ a b c

—p| @ |{p}|{q} | {r}
q [{p}|{g}|{r}| @
| {q} | {r}| @ | {p}

Der Zustandsgraph von N sieht folgendermafien aus.

Die e-Hiillen berechnen sich wie folgt:

e-Hiille(p) = {p} e-Hiille(q) = {p, ¢}
={

e-Hiille(r) D,q,T}

Anhand des Graphen ist es relativ leicht, die akzeptierten Zeichenreihen der Lénge von 3

oder weniger Zeichen zu bestimmen.
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2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

— Wir beginnen mit den Zeichenreihen der Léange 1: Dies ist nur eine, ndmlich c.
— Nun die Zeichenreihen der Lange 2: ac, bb, bc, ca, cb, cc.

— Und schliellich die Zeichenreihen der Lénge 3: aac, abb, abc, aca, acb, acc, bab, bac,

bba, bbb, bbc, bca, bcb, bcc, caa, cab, cac, cba, cbb, cbc, cca, ccb, ccc.

Um die von N akzeptierte Sprache exakt bestimmen zu koénnen, wandeln wir den Au-
tomaten mit der Teilmengenkonstruktion in einen DEA D um. Wir beniitzen die “lazy
evaluation” Methode. Und betrachten zuniichst {p}. Dann ist dp fiir das erste Argument
{p} wie folgt definiert:

ép({p},a) = e-Hiille(p) = {p} ép({p},c) = e-Hiille(r) = {p, q,7}
ép({p},b) = e-Hiille(q) = {p, ¢}

Wir fahren mit der Berechnung von §p mit dem ersten Argument {p, ¢} fort:

dp({p;q},a) = e-Hiille(p) U e-Hiille(q) = {p, ¢}
dp({p,q},b) = e-Hiille(¢q) U e-Hiille(r) = {p, q,r}
dp({p,q},c) = e-Hiille(r) U@ = {p,q,r}

Schlieflich fehlt noch die Berechnung von dp mit dem ersten Argument {p,q,r}:

op({p,q,r},a) = e-Hiille(p) U e-Hiille(¢q) U e-Hiille(r) = {p, q,r}
dp({p,q,r},b) = e-Hiille(q) U e-Hiille(r) = {p, ¢, 7}
op({p,q,r},c) = e-Hiille(r) U e-Hiille(p) = {p,q, 7} .

Da der Zustand {p,q,r} von D, als einziger betrachteter Zustand den akzeptierenden
Zustand r von N enthélt, ist der Zustand {p,q,r} der einzige akzeptierende Zustand von

D. Wir stellen D durch den folgenden Zustandsgraphen dar.
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

a a a,b,c
b b,c
—
c

Nun kénnen wir die von D akzeptierte Sprache leicht prizise fassen: Akzeptiert werden

alle Zeichenketten (iiber a, b, c), die zumindest zwei bs oder ein ¢ enthalten.

2.3 Endliche Automaten und reguldre Ausdriicke

Wir erinnern an die Definition von reguléren Ausdriicken in Definition 1.1 und vervoll-
stéandigen diese.

Dazu miissen wir zunichst die Vereinigung, Verkettung und den Kleene Sterns * (Ab-
schluss) auf Sprachen definieren. Seien L, M formale Sprachen iiber dem Alphabet 3. Wie
schon in Kapitel 6 des Skriptums “Diskrete Mathematik 1”7 wird hier die Verkettung der
Worter x und y durch zy ausgedriickt, siehe [2].

LUM :={z|x € L oder z € M}.

LM :={xy|ze€L,yec M}.
~ LY :={e}, L' := L, L™ := LL...L, fiir n — 1 Verkettungen der Sprache L.
- L=y L™
Nun kénnen wir Definition 1.1 vervollstéandigen:
Definition 2.11. Sei ¥ ein endliches Alphabet.

1. Basis

a) Die Konstanten @ und e sind regulidre Ausdriicke. Wir definieren: L(e) := {¢}
und L(2) = @.
b) Fiir jedes e € ¥ ist e ein reguldrer Ausdruck (RA). Wir definieren: L(e) := {e}.

2. SCHRITT

a) Fiir jeden RA F ist auch E* ein RA. Wir definieren L(E*) := (L(F))*.
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2.3 Endliche Automaten und regulédre Ausdriicke

b) Fiir Ausdriicke £ und F' ist auch EF ein RA, der die Verkettung von L(FE) und
L(F) angibt. Das heiit L(EF) := L(E) L(F).
c) Fir RA F und F ist auch E+F ein RA. Wir definieren L(E+ F) := L(E)UL(F).

d) Wenn FE ein RA ist, dann ist auch (E), der geklammerte Ausdruck E ein RA.
Das heifit L((E)) := L(E).

Die Menge der Worter, die von einem RA FE ausgedriickt werden, nennen wir die Sprache
(geschrieben L(E)) von E.

Beispiel 2.9. Wir wollen einen reguliren Ausdruck formulieren, dessen Sprache L alle
Strings mit abwechselnden Oen und len enthélt. Wir gehen schrittweise vor. Zunéchst be-
schreibt der reguldre Ausdruck 01 den String 01. Somit beschreibt (01)* alle Strings der
Form

0101010101 --

Die Sprache L((01)*) ist noch nicht die gewiinschte Sprache. Wir haben nur die Zeichenrei-
hen beschrieben, die mit 0 anfangen und mit 1 enden, aber die Zeichenreihe 1010 soll auch
in der Sprache aufgenommen werden, wie die Zeichenreihe 010. Schliellich haben wir noch
den String 101 zu beachten. In jedem der Félle sieht man leicht, wie der passende regulére
Ausdruck gestaltet sein muss. Wir kénnen nun L beschreiben, indem wir diese 4 reguléren
Ausdriicke vereinigen:

(01)* 4+ (10)* +0(10)" + 1(01)" .

Nennen wir diesen reguléren Ausdruck E;. Dann gilt L = L(E}).
Es ist jedoch eine kiirzere Darstellung der Sprache aller Strings mit abwechselnden Oen
und len moglich:
(e+1)(01)*(e+0) .

Nennen wir diesen RA FEs. Es ist leicht einzusehen, dass L(FE;) = L(Es) = L.

Um RA konziser schreiben zu kénnen, verwenden wir in der Folge die folgenden Prioritidten
fiir die Operatoren: * bindet stiarker als Komposition und Vereinigung und Komposition
bindet stéirker als Vereinigung. Sowohl Komposition und Vereinigung sind assoziativ, also
konnen auch hier die Klammern weggelassen werden. Ist eine Gruppierung jedoch erwiinscht,
wird Klammerung von links nach rechts angenommen.

In der Folge zeigen wir die Aquivalenz von endlichen Automaten und reguliren Aus-
driicken. Der Vollstdndigkeit halber sei erwdhnt, dass diese Klasse von Sprachen auch durch
sogenannte requldre Grammatiken beschrieben werden kann. Wir verweisen die interessierte

Leserin auf [3].

25



2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

2.3.1 Endliche Automaten in reguldre Ausdriicke umwandeln

Satz 2.4. Sei A ein beliebiger DEA, dann gibt es einen reguldren Ausdruck R, sodass
L(R) =L(A).

Beweis. O.b.d.A. kénnen wir annehmen, dass A die n Zusténde {1, ...,n} besitzt. Wir defi-
nieren reguléire Ausdriicke jo’?) induktiv. Informell beschreiben diese Ausdriicke die Symbo-
le, die in A auf einem Weg vom Knoten ¢ zum Knoten j gelesen werden. Als Zusatzbedingung
fiir den Weg von ¢ nach j fordern wir, dass zwischen ¢ und j kein Knoten > k besucht wird.
Wir definieren Rg?) induktiv:

Basis. £ = 0. Wir betrachten nur die Wege der Léange 1, also Kanten, die von ¢ nach j
fithren und Wege der Lénge 0, also den Knoten ¢, wenn ¢ = j. Wir unterscheiden die Félle
i# jund i = j.

i # j In diesem Fall kann es nur Wege der Linge 1 geben. Wir betrachten die markierten

Kanten (i, a, j) zwischen i und j.
— Wenn es keine solche Kante gibt, dann setzen wir ngq) =g.

(0)

— Wenn es genau eine solche Kante (i, a, j) gibt, setzen wir RZ.? =a.

— Wenn es mehrere Kanten (¢, a1, j), ..., (i,a;,7) gibt, setzen wir RE?) =a;+---+
aj.
i = j In diesem Fall fithren wir die obige Konstruktion durch, wenn es eine Kante von ¢ nach
1 gibt. Zusétzlich reprédsentieren wir jedoch auch noch die Wege der Linge 0 durch
das Leerwort € und fiigen € zu den nach der oberen Konstruktion erhaltenen reguléren

Ausdriicken hinzu.

INDUKTIONSSCHRITT. k& > 0. Angenommen es gibt einen Weg von 4 nach j, der nur durch

Zustande mit Nummer < k fiihrt. Wir betrachten zwei Fille.

(k=1)

— Zustand k liegt nicht auf dem Weg. Dann kénnen wir R;; verwenden.

— Zustand k liegt auf dem Weg. Wir spalten den Weg in mehrere Teilstiicke. Der erste
Teil fithrt von ¢ nach k ohne k zu passieren, der letzte von k nach j, ebenfalls ohne k

zu passieren. Die mittleren Stiicke fithren jeweils von k nach k.

Graphisch lasst sich die Zerlegung wie folgt darstellen:

<k <k <k <k
(&) 0. 0 ©

k— E—1)\x k—1
Ry (&) Ry
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2.3 Endliche Automaten und regulédre Ausdriicke

Die Menge der gelesenen Zeichen kénnen wir also durch

k—1 k—1)\x p(k—1

beschreiben. Das beendet die induktive Definition.

In Summe erhalten wir, die folgende rekursive Definition:

R(k) = R(k_l) + R(k 1)(RI(€]Z—1))*RI(€];—1) )

/¥

Wir konnen annehmen, dass der Startknoten des Automaten A mit 1 bezeichnet ist. Der
RA, der L beschreibt, ist durch die Vereinigung aller R( n) gegeben, sodass j akzeptierend.
O

Beachten Sie die Ahnlichkeit des gegebenen Beweises zu den Korrektheitsbeweisen fiir die

Algorithmen von Warshall und Floyd, siehe Kapitel 2 in [2].
Beispiel 2.10. Betrachte den Automaten A:

0 1

Mit Hilfe des Verfahrens folgt R = (0*1)" = L(A). Wir skizzieren den Rechengang. Die
vollsténdige Berechnung von R iiberlassen wir der Leserin:
2 1 1 1
Rg; — R( )—i-R( )(R( )) Rgz) _( 1)+
RY = RY + RYRDYRY =1+ (04 ¢)(0+ ¢)*1 = 01
1 0 0 0
R} ) = Rgz) + RY) (RS )) R{)

2.3.2 Reguldre Ausdriicke in Automaten umwandeln

Satz 2.5. Sei R ein beliebiger requlirer Ausdruck. Dann existiert ein DEA A, sodass L(A) =
L(R).

Beweis. Angenommen L = L(R), fiir einen RA R. Wegen Satz 2.3 geniigt es zu zeigen, dass
L = L(F) fiir einen e — NEA E ist. Im Beweis zeigen wir dariiber hinaus, dass der e — NEA
Lk

— genau einen akzeptierenden Zustand,
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

— keine Kanten zum Startzustand und
— keine Kanten vom akzeptierenden Zustand

besitzt. Wir verwenden Induktion {iber regulire Ausdriicke.

Basis. Fiir die Ausdriicke €, @ und e betrachten wir die folgenden 3 Automaten.

+O=0| 10 0| 10—=0

INDUKTIONSSCHRITT. Wir fiihren eine Fallunterscheidung nach dem RA R durch.

— R = R; + Ry. Nach Induktionshypothese (IH) existieren Automaten fiir R; und Rs.

Diese kombinieren wir wie folgt:

— R = R1Ry. Nach IH existieren Automaten fiir R und Rs. Diese kombinieren wir wie
folgt:

O aO-OR0O

— R = (R')*. Nach TH existiert ein Automat fiir R/, wir transformieren diesen zu einem

Automaten fiir R.
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2.3 Endliche Automaten und regulédre Ausdriicke

O]

Beispiel 2.11. Wir wandeln den RA

(0+1)*1(0+1),

in einen e-NEA um. Der erste Schritt besteht in der Konstruktion eines Automaten fiir
0+ 1.

Schliellich muss nun der zweite Automat iiber eine mit 1 markierte Kante mit einer Kopie

des ersten verkettet werden.

Satz 2.6. Die folgenden Mengen sind gleich:
— die Menge der durch regulire Ausdriicke beschriebenen Sprachen

— die Menge der von deterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

— die Menge der von nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen
— die Menge der von e-NEA akzeptierten Sprachen.
Diese Sprachen nennt man auch regular.

Beweis. Der Satz ist eine direkte Konsequenz der Sétze 2.2, 2.3, 2.4, und 2.5. O

2.4 Algebraische Gesetze fiir regulare Ausdriicke

Wir geben einige algebraische Gesetze fiir reguldre Ausdriicke auf. In den meisten Fillen
folgen die Aussagen leicht aus der Definition der verwendeten regulidren Ausdriicke. In diesen

Féllen wurde auf die Beweise verzichtet.

Satz 2.7. Seien D, E, F regulire Ausdriicke, dann gilt:
- L(E+F))=L((F+E)), das Kommutativgesetz der Vereinigung gilt.
- L(D+E)+F)=L(D+ (E+F)).

- L((DE)F) = L(D(EF)), dh. das Assoziativitétsgesetz gilt fir Komposition und Ver-

eInigung.
Satz 2.8. Sei E ein requldrer Ausdruck, dann gilt:
- L@+ FE)=LE+ 2) =L(E), dh. & ist das neutrale Element fiir die Vereinigung.
— L(eF) = L(Fe) = L(E), dh. € ist das neutrale Element der Verkettung.
- L(oF)=L(E®) = L(©) = &, dh. @ ist ein Annihilator der Verkettung.
Satz 2.9. Seien D, E, F regulire Ausdriicke, dann gilt:

- L(D(E + F)) = L(DE + DF), linkes Distributivgesetz der Verkettung beziglich der

Vereinigung.

- L((F+ F)D) =L(ED + FD), rechtes Distributivgesetz der Verkettung beziglich der

Vereinigung.
Satz 2.10. Sei E ein requldrer Ausdruck, dann gilt:
- L(E + E) = L(F), Idempotenzgesetz.
Satz 2.11. Sei E ein requlirer Ausdruck, dann gilt:

~ L(E*) = L(B*E*) = L(E* + E*)L((E*)").
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2.4 Algebraische Gesetze fiir regulidre Ausdriicke

— L(o*) = L(e*) = {€}.
- L(ET) =L(EE*).
- L(E+ F)*) =L((E*+ F*)*) = L(E*F*)*) = L((E*F)*E*) = L(E*(FE*)*).

Beweis. Wir zeigen zwei der vier Punkte. Die anderen Aussagen folgen dhnlich oder direkt
aus der Definition der verwendeten regulidren Ausdriicke.

Zunéchst zeigen wir L(E*) = L(E*E™). Dazu reicht es zu zeigen, dass L(E)* = L(E)* L(E)*.
Einerseits, wenn = € L(E)*, dann xe € L(E)*L(E)*, also L(E)* C L(E)*L(E)*. Anderer-

* sodass r = yz. Also

seits wenn x € L(E)*L(E)*, dann existieren Worter y, z aus L(E)
existieren k,1 € N sodass y € L(E)*, z € L(E)! und somit z € L(E)**!, womit gezeigt wire
dass x € L(E)*. Es folgt L(E)*L(E)* C L(E)* und L(E)* = L(E)* L(E)* ist gezeigt.

Nun zeigen wir L((E + F)*) = L((E* + F*)*). Einerseits wenn = € L((E + F)*), dann
existiert n € N, sodass x = z1---x, und fir alle 1 < i < n: z; € L(E 4+ F). Somit gilt
z; € L(E* 4+ F*) und in Summe: z € L((E* + F*)*), also L((E + F)*) C L((E* + F*)*).
Andererseits, sei z € L((E* + F*)*). Dann existiert n € N, sodass z = z1---x, und fir
alle 1 < i < n: x; € L(E* + F*). Zunéchst nehmen wir an, dass x; € L(E*), dann gilt
aber auch z; € L((E + F)*). In gleicher Weise folgt z; € L((E + F)*), wenn z; € L(F*).
Somit gilt z € L(((E + F)*)*) =L((E+ F)*) und L((E* + F*)*) C L((E + F)*), also auch
L((E + F)") = L((E* + F*)"). 0

Die, in den angegebenen Sétzen verwendeten reguléiren Ausdriicke gelten fiir alle Instanzen
der Ausdriicken D, E, und F. Diese konnen wir also als Variablen ansehen. Der folgende

Algorithmus erlaubt das allgemeine Uberpriifen von Aussagen der Form L(G) = L(H):

1. Alle Variablen in G und H werden durch konkrete Symbole ersetzt, sodass verschiedene

Variablen durch verschiedene Symbole ersetzt werden.

2. Die Gleichung L(G) = L(H) wird dadurch in eine Gleichung L(C) = L(D) umgewan-
delt.
3. Teste ob L(C) = L(D).
— Wenn Ja, dann gilt auch L(G) = L(H).
— Wenn Nein, dann ist L(G) = L(H) falsch und das Gegenbeispiel zur Gleichheit
L(C) = L(D) ist auch ein Gegenbeispiel zu L(G) = L(H).

Satz 2.12. Der angegebene Test ist korrekt: Fiir jedes so gefundene Gesetz gilt L(G) = L(H)

fiir alle beliebigen requliren Ausdriicke an der Stelle von G bzw. H.

Beweis. Seien G, H regulidre Ausdriicke. O.b.d.A. nehmen wir an, dass G, H genau k

verschiedene Variablen fiir reguldre Ausdriicke enthalten. Natiirlich muss L(G) = L(H) fiir
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

jede beliebige Substitution von Sprachen fiir diese Variable gelten. Im Weiteren seien C, D
regulédre Ausdriicke, die wir erhalten, wenn fiir die £ Variablen konkrete Symbole eingesetzt
werden.

Wir beweisen den Satz mit einem Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir an, die Glei-
chung L(G) = L(H) wire falsch, dh., L(G) # L(H), obwohl L(C) = L(D) gilt.

Nach Voraussetzung existieren Sprachen Li, Ls, ... Ly, sodass fiir die entsprechenden
Instanzen G’ und H' gilt: L(G') # L(H'). O.b.d.A. sei z eine Zeichenkette, sodass z €
L(G"), aber x ¢ L(H'). Nun ersetzten wir in x alle Teilstrings, die aus Lj, Lo, ..., Lg
stammen, durch die konkreten Ausdriicke, die in den Ausdriicken C, D verwendet wurden.
Wir bezeichnen das Ergebnis als z’. Beachte, dass durch die Substitution in z hochstens
verschiedene Teilstrings durch den gleichen Ausdruck ersetzt werden kénnen. Wenn also
x € L(G"), dann gilt auch 2’ € L(C). Und aus dem selben Grund gilt 2’ ¢ L(D). Somit
haben wir einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass L(C) = L(D). O

Beispiel 2.12. Wir kénnen den Test verwenden, um L((E + F)*) = L((E*F*)*) zu zeigen,
womit wir einen weiteren Teil der Regeln in Satz 2.11 beweisen werden.

Ersetze die reguliiren Ausdriicke F, F' durch a, b, wir erhalten: L((a+b)*) = L((a*b*)*).
Wir beschrénken uns darauf zu zeigen, dass L((a+ b)*) C L((a*b*)*). Sei w € L((a+b)*).
Dann bezeichnet w einen String aus as und bs. Trivialerweise gilt fiir jeden Buchstaben
w; von w: w; € L(a*b*). Somit liegt w im Abschluss von L(a*b*): w € L(a*b*)*. Daher
erhalten wir L((a+ b)*) C L((a*b*)*). Die andere Richtung folgt in @hnlicher Weise.

2.5 Das “Pumping Lemma”

Satz 2.13. Sei L eine reguldre Sprache, dann existiert eine Konstante n, sodass fiir jeden

String w € L, {(w) > n, Warter z, y, und z existieren mit w = xyz und
—yFeE
— l(xy) < n,
~ Fiir alle k > 0 gilt: z(y)*z € L.

Beweis. Angenommen L ist regulér, also existiert ein DEA A mit n Zustidnden, sodass
L =L(A). Sei

w=ay

wobei m > n. Definiere p; = S(qo,al ---a;); beachte pg = qo. Nach dem Schubfachprinzip
muss gelten p; = p; fiir i,5 € {0,...,n} und i < j. Zerlege w:

al...ai ai_&-l"'a‘ a‘+1"‘a/m.
r yFe z
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2.5 Das “Pumping Lemma”

1. Spielerin 1 wahlt eine Sprache L, die als nicht regulér nachge-
wiesen werden soll.

2. Spieler 2 wihlt ein beliebiges n.
3. Spielerin 1 wihlt ein Wort w € L, £(w) > n.

4. Spieler 2 zerlegt w beliebig in 3 Teile x,y,z, sodass {(zy) < n,
y # €. Spieler 2 muss die Zerlegung nicht mitteilen.

5. Spielerin 1 gewinnt, wenn sie k wihlen kann, sodass z(y)*z ¢ L.

L ist genau dann nicht reguldr, wenn Spielerin 1 immer gewinnt.

Abbildung 2.5: Das Pumping Lemma als Spiel
Um das Wort z(y)*z zu akzeptieren, lauft der Automat k-mal durch den Weg, der p; mit
p; verbindet. Da p; = p; ist dies beliebig oft mdglich. O

Die Situation stellt sich graphisch wie folgt dar:

® @O

Wir formulieren die Kontraposition des Pumping Lemmas.

Satz 2.14. Sei L eine beliebige formale Sprache und angenommen, die folgenden Bedin-

gungen sind erfillt:
— fiir allen € N
— emistiert ein String w € L mit £(w) > n, sodass

— fiir alle Zerlegungen von w in Teilwérter x, y und z (w = xyz) mit
y # € und {(zy) < n,

— ezistiert k € N mit z(y)*2 ¢ L
Dann ist L nicht reguldr.
Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus Satz 2.13. O

Satz 2.14 konnen wir auch als Spiel formulieren, wie in Abbildung 2.5 zu sehen.
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

Beispiel 2.13. Wir wollen zeigen, dass die Sprache L iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1}, deren
Worte genauso viele Oen wie lern enthalten, nicht regulér ist. Nennen wir die Spieler Anna
und Otto.

1. Natiirlich wahlt Anna die Sprache L.
2. Otto wahlt als Zahl n.
3. Anna wihlt daraufhin das Wort w = 01", welches in L ist.

4. Otto zerlegt w beliebig in x,y und z. Er muss dabei darauf achten, dass {(zy) < n
und y # e.

5. Anna kennt die Zerlegung nicht, kann aber aus den Bedingungen und der Kenntnis

von w darauf schlieflen, dass zy = 0! fiir 4 < n. Sie wihlt fiir & = 0.

Nun hat Anna gewonnen: y # ¢, 0.B.d.A. kénnen wir annehmen y = 0. Dann fehlt aber in
xz der String y, wohingegen = und z noch dieselbe Anzahl an len enthalten. Somit kann xz

nicht in L liegen.

Beispiel 2.14. Wir betrachten die Sprache L', die aus allen Strings von ler besteht, deren
Lénge eine Primzahl ist. Um zu zeigen, dass L’ nicht regulér ist, wenden wir Satz 2.14 an,

wobei wir dem Schema des Satzes genau folgen. Wir miissen zeigen, dass fiir L' gilt:
— fiir allen € N

— existiert ein String w € L' mit £(w) > n, sodass

fiir alle Teilworter x, y und z von w, sodass w = zyz mit y # € und ¢(zy) < n,
— existiert £k € N mit z(y)*z ¢ L'.

Um den ersten Punkt zu erfiillen, wéhlen wir n € N beliebig. Dann wéhlen wir eine
Primzahl p sodass p > n + 2 und wir setzen w = 1P. Damit ist der zweite Punkte erfiillt:
w e L' und (w) =p = n.

Seien nun z, y, und z beliebig, sodass w = xyz, ¢(xy) < n und y # €. Somit ist die dritte
Bedingung erfiillt. Setze m := £(y); somit gilt (zz) = p — m. Betrachte v := z(y)®P~") 2.

Wir zeigen, dass v € L'. Das gelingt nun relativ leicht, denn
() = La(y)?"™z) = (p—m)+m-(p—m) = (p—m) - (m+1).

Das heifit die Linge ¢ von v ist zusammengesetzt und somit keine Primzahl, wenn (p—m) # 1

und (m + 1) # 1. Diese zeigen wir durch direkte Rechnung.

1. (m+1)#1,dam=~4(y) und y # e.
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2.6 Abgeschlossenheit reguldrer Sprachen

2. (p—m)#1l,dam=4»(y) <{l(ry) =nund p >n—+2;somit (p—m)=>n+2—-—m>=
n+2-—n2>2.

Somit haben wir £ als zusammengesetzt nachgewiesen. Aber dann gilt v ¢ L'. Wir setzen
nun k := p — m. Damit haben wir die vierte Bedingung erfiillt.

Mit Satz 2.14 schliefien wir also: L’ ist nicht regulér.

2.6 Abgeschlossenheit regularer Sprachen

Satz 2.15. Die Vereinigung L U M zweier reguldrer Sprachen L, M ist requldr.

Beweis. Da L, M regulér, existieren regulidre Ausdriicke E, F', sodass L = L(E), M = L(F).
Dann ist (E' + F') ein RA fiir die Sprache L(E) UL(F) = LU M. O

Satz 2.16. Sei L regulir (iber dem Alphabet X.), dann ist das Komplement ~L = ¥* — L
ebenfalls requldr.

Beweis. Da L regulir, existiert ein DEA A = (Q, %, 0, qo, F'), sodass L = L(A). Dann gilt
~L =L(B), wobei B der DEA (@, X, 4, qo,Q — F) ist. O

Beispiel 2.15. Wir betrachten die Sprache L = L((0+1)*01) und wollen ~L = {0,1}* —
L((0+ 1)*01) bilden.

In Sektion 2.2 haben wir L studiert und den folgenden Automaten N dafiir entworfen,
siehe Beispiel 2.2. Es gilt: L = L((0 + 1)*01).

0,1

Mit Hilfe der Teilmengenkonstruktion konnten wir diesen Automaten in einen DEA A um-

wandeln.

Nun wenden wir die Konstruktion aus dem Beweis des Satzes 2.16 auf diesen Automaten
an und erhalten fiir ~L = {0,1}* — L((0+ 1)*01) den Automaten:

m 0
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

Beispiel 2.16. Betrachten Sie die Sprache M iiber {0,1}, deren Worte eine ungleiche
Anzahl von Oen und len enthalten. Wir zeigen, dass M nicht requldr ist.

Eine Anwendung des Pumping Lemmas erweist sich als schwierig. Angenommen wir haben
ein Wort w € M gegeben und wollen nun fiir jede Aufteilung von w in z, y, und z, sodass
w = xyz, ein k finden mit z(y)*z ¢ M. Sei nun y als Teilstring 01 angenommen, dann éndert
sich fiir jedes k die Anzahl der Oen und len gleichermaflen, wenn wir y “aufpumpen”, es
gelingt uns also nicht zu zeigen, dass z(y)¥z ¢ M.

Trotzdem ist es leicht einzusehen, dass M nicht regulédr sein kann. Wir argumentieren
mit Hilfe eines Widerspruchsbeweises. Angenommen M wére regulir, dann wire auch ~ M
reguldr, unter Anwendung von Satz 2.16. Das Komplement von M ist jedoch gerade die
Sprache L, wobei die Worte von L genauso viele Oen wie len enthalten. Die Nichtregularitit

von L haben wir in Beispiel 2.13 gezeigt. Widerspruch zu der Annahme, dass M regulér ist.
Satz 2.17. Wenn L und M reguldre Sprachen sind, dann ist auch L N M reguldr.

Beweis. Wir kénnen das Gesetz von de Morgan anwenden.
LNM=~(~LU~M).

Wir haben ja schon gezeigt, dass reguldre Sprachen unter Vereinigung und Komplement

abgeschlossen sind. O

Eine andere, direkte Beweismethode ist moglich, die wir kurz skizzieren. Wenn L = L(A),

M = L(B), dann kénnen wir den Produktautomaten A x B konstruieren.
Satz 2.18. Wenn L und M reguldre Sprachen sind, dann ist auch L — M reguldr.

Beweis. Verwende:
L-M=LnNn~M.
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2.7 Minimierung von Automaten

2.7 Minimierung von Automaten

2.7.1 Zustandsaquivalenz

Beispiel 2.17. Betrachte den folgenden DEA

/OM

@ (D)

Definition 2.12. Zwei Zustédnde p und ¢ heiflen dquivalent wenn
~ fiir jeden String w, 6(p, w) genau dann akzeptiert, wenn 6(¢, w) akzeptiert.
Sonst: Zustand p und ¢ sind unterscheidbar.

Beispiel 2.18. Betrachte A und G in Beispiel 2.17: Die Worter €, 0, und 1 sind nicht
geeignet die Zustéinde zu unterscheiden. Aber §(A,01) = C, §(G,01) = E ; also sind A und
G unterscheidbar.

Wir fiihren nun eine alternative Definition von “unterscheidbar” ein, welche direkt die
Grundlage fiir ein algorithmisches Verfahren liefert. Im folgenden Satz wird gezeigt, dass

sich die beiden Definitionen entsprechen.

Definition 2.13. Induktive Definition von wunterscheidbaren Paaren in einem DEA A =
(Qa Ea 67 q0, F)

1. Basis: Wenn p akzeptierend und ¢ nicht, dann ist {p, ¢} unterscheidbar.

2. SCHRITT: Seien p,q Zusténde, sodass d(p,a) = r, 0(q,a) = s und {r, s} ist unter-
scheidbar. Dann ist {p, ¢} unterscheidbar.

Satz 2.19. Wenn Zustinde p,q nach der induktiven Definition nicht unterscheidbar sind,

dann sind sie dquivalent.

Aus der induktiven Definition erhalten wir unmittelbar einen Algorithmus zur Auffin-
dung von unterscheidbaren Zustandspaaren. Diesen Algorithmus nennt man Table-filling
Algorithmus. Bevor wir Satz 2.19 beweisen, wenden wir den Table-filling Algorithmus auf

Beispiel 2.17 an.
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

Beispiel 2.19 (Table-filling Algorithmus).

B | x

C X

D | x| x|x

E X | X | X
F|x|x|x X
G| x| x|x]|x]|Xx
H | x X | X | X | X|X
A|B|C E|F |G

Beweis (des Satzes). Betrachte A = (Q, %, 0, qo, F'). Angenommen die Aussage ist falsch,
dh.

1. Es gibt zwei Zusténde p, q, sodass ein String w existiert und genau einer der Zustédnde

S(p, w) oder ) (g, w) ist akzeptierend. Dh. p, ¢ sind nicht dquivalent.
2. Aber das Paar {p, ¢} ist nicht unterscheidbar nach dem Table-filling Algorithmus.

Solch ein Zustandspaar nennen wir ein schlechtes Paar. Wenn es schlechte Paare gibt, dann
gibt es solche, deren unterscheidende Worter minimale Lénge haben. Wir wéhlen so ein Paar
{p, ¢} und kénnen annehmen, dass w minimale Lénge hat iiber alle Strings, die schlechte
Paare unterscheiden. Beachte: w # €. Ansonsten hitte der Table-filling Algorithmus das
Paar erkannt; also w = ajas - - - a,,. Betrachte r = §(p, a1), s = §(q, a1). Nach Voraussetzung
sind r, s nicht dquivalent, da einer der Zusténde & (ryag---ap), 5 (s,az - - ay) nicht akzeptiert.
Das Paar {r,s} kann aber nicht schlecht sein, da as---a, echt kiirzer als w. Also sind
{r, s} unterscheidbar nach dem Table-filling Algorithmus. Damit sind aber (IH) auch {p, ¢}
unterscheidbar nach dem Table-filling Algorithmus. Widerspruch. O

Bemerkung. Beachten Sie, dass Satz 2.19—beziehungsweise der Beweis des Satzes—die
Korrektheit des Table-filling Algorithmus zeigt.

Beispiel 2.20.

0 1 0
Y Y Cy
1j\’B> (O——©
0
0 1 .
r
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2.7 Minimierung von Automaten

Beide DEA akzeptieren die Sprache (e4(0+1)*0). Wir wenden den Table-filling Algorithmus

an, wobei wir die beiden Automaten als einen einzigen mit zwei Startzusténden betrachten.

IO QW

2.7.2 Minimierungsalgorithmus
Definition 2.14 (Minimierungsalgorithmus (informell)).
1. Alle Zusténde eliminieren, die nicht vom Startzustand erreicht werden kénnen.

2. Partitionierung der Zusténde in Blocke, sodass alle Zusténde in einem Block dquivalent

sind.

Beispiel 2.21. Wir betrachten den Automaten in Beispiel 2.17, wenn wir den Table-
filling Algorithmus anwenden, dann bekommen wir die folgenden Blocke von dquivalenten
Zusténden: Die Blocke sind {A, E}, {B,H}, {C}, {D, F} und {G}.

Satz 2.20. Die Aquivalenz von Zustinden ist transitiv. Wenn in A = (Q,%,6,q0, F) die
Zustdnde p und q dquivalent sind und weiters q und r dquivalent sind, dann sind auch p

und r dquivalent.

Beweis. Angenommen die Paare {p, ¢} und {q,r} sind dquivalent, aber das Paar {p,r} ist
unterscheidbar. Dann existiert ein w, sodass genau einer der Zustéinde é(p, w) oder §(r, w)
akzeptierend ist. O.b.d.A. nehmen wir an § (p, w) akzeptiert. Nun angenommen 5 (¢, w) ak-
zeptiert. Das bedeutet {g,r} sind unterscheidbar. Widerspruch.

Also kann & (¢, w) nicht akzeptieren. Das bedeutet aber {p, ¢} ist unterscheidbar. Wider-

spruch zur Annahme, dass die Aquivalenz nicht transitiv ist. O

Satz 2.21. Wir generieren fiir jeden Zustand eines DEA einen Block, der q und alle

dquivalenten Zustdande enthdlt. Dann formen die Blicke eine Partition der Zustandsmenge.
Definition 2.15 (Minimierungsalgorithmus (prizise)). Sei A = (Q,%, 0, qo, F).
1. Alle Zustdnde eliminieren, die nicht vom Startzustand erreicht werden koénnen.

2. Verwende den Table-filling Algorithmus um alle Paare dquivalenter Zusténde zu fin-

den.

3. Partitioniere die Zustinde @ in Blocke dquivalenter Zusténde.
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2 Endliche Automaten und regulédre Sprachen

4. Konstruiere den minimalen DEA B, wobei die Blécke Zustéinde werden. Sei v die
Ubergangsfunktion von B, S ein Block und a ein Eingabesymbol
— Es existiert ein Block T, sodass fiir all ¢ € S gilt 6(q,a) € T. Setze v(S,a) =T.
— Der Startzustand von B ist der Block, der gy enthélt.

— Die akzeptierenden Blocke sind diejenigen, die Zustdnde aus F' enthalten.

Beachte: Wenn ein Zustand in einem Block S akzeptiert, dann miissen alle Zusténde in S

akzeptieren.

Beispiel 2.22. Wir wenden den Minimierungsalgorithmus auf den Automaten aus Bei-

spiel 2.17 an und erhalten:

4 0
Y
1 (G} o (D.F}
1
AFE 0 0
0
{B,H} ——— {C} |
- 0

Satz 2.22.  Wenn A ein DEA ist und M ein DEA, der durch Minimierung aus A erhalten
wurde, dann hat M hdéchstens so viele Zustinde, wie jeder zu A dquivalente DEA.

Dariiber hinaus ist der minimale DEA dquivalent zu A eindeutig bis auf Umbenennung.

Wenn man versucht, den Minimierungsalgorithmus fiir nichtdeterministische Automaten

anzuwenden, treten Probleme auf.

In diesem NEA sind die Zustdnde {A, B} und {C, B} unterscheidbar. Ebenso sind {A,C'}
unterscheidbar bei Eingabe 0. Aber Zustand C' kann einfach weggelassen werden, ohne die

vom Automaten akzeptierte Sprache zu verdndern.
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3

Turing Maschinen und Berechenbarkeit

3.1 Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie

In dieser Sektion wollen wir uns einfithrend mit der Frage beschéftigen, ob alle Probleme
algorithmisch 16sbar sind. Hier bedeutet “algorithmisch I6sbar”, dass es einen Algorithmus,
das heifit ein Programm gibt, welches das Problem 16st. Leider miissen wir diese Frage
mit “Nein” beantworten. In der Folge erkldren wir, warum diese Antwort nicht wirklich

iiberraschend ist. Zunéchst betrachten wir ein sehr einfaches C-Programm P:

main()
{

printf (¢ ‘hello, world\n’’);
}

Wie leicht einzusehen, gibt P die Worte “hello, world” aus und terminiert. In der Folge
nennen wir jedes Programm, das die Zeichenreihe “hello, world” als die ersten 12 Buch-
staben seiner Ausgabe druckt ein “hello, world”-Programm. Beachte, dass wir dabei nicht
voraussetzen, dass das Programm tatséchlich terminiert.

Nun untersuchen wir, ob es moglich ist, ein Programm zu schreiben, das testet, ob ein
bestimmtes Programm ein “hello, world”-Programm ist. Schematisch kénnen wir einen hy-

pothetisch angenommenen “hello, world”-Tester H wie folgt beschreiben:

—— - “hello, world”-Tester H Ja

—Nein
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3 Turing Maschinen und Berechenbarkeit

Der Tester H erhélt als Eingabe ein Programm P und antwortet entweder mit “Ja”, wenn P
ein “hello, world”-Programm ist und sonst mit “Nein”. In Anbetracht der Einfachheit des
Programms P erscheint diese Aufgabe recht einfach. Diese Einfachheit ist jedoch triigerisch.
Dazu betrachten wir die folgende Variante P; des Programms P. Wir setzen die Funktion

exp voraus, wobei exp(z,y) = zY.

main()
{
int n, summe, x, y, Z;
scanf (¢ ‘%d’’, &n);
summe = 3;
while (1) {
for (x=1; x <= summe-2; x++)
for (y=1; y<=summe-x-1; y++) {
Z = summe - X - ¥;
if (exp(x,n) + exp(y,n) == exp(z,n))
printf(‘‘hello, world\n’’);

summe++;

¥

Es ist nicht schwer einzusehen, dass P; die Eingabe einer natiirlichen Zahl n erwartet und

dann priift, ob es natiirliche Zahlen x, y und z gibt (x,y, z > 1), sodass die Gleichung
2"yt =2" (3.1)

wahr wird. Wenn eine solche Losung gefunden wird, wird der String “hello, world” gedruckt.
Ist das Programm P ein “hello, world”-Programm? Angenommen als Eingabe setzen wir
n = 2. Dann ist leicht zu iiberpriifen, dass x = 3, y = 4 und z = 5 die Gleichung (3.1) 15st.
Das heif3t fiir n = 2 ist P ein “hello, world”-Programm. Was passiert nun fiir n > 37 Dann
miissen wir feststellen, dass das Programm niemals den String “hello, world” schreibt, da
die Gleichung (3.1) fiir n > 3 unlosbar ist. Dieser Tatbestand wurde von Pierre de Fermat
bereits im 17. Jahrhundert vermutet, allerdings dauerte es iiber 300 Jahre bis der britische
Mathematiker Andrew Wiles 1995 diese Vermutung auch tatséchlich beweisen konnte.

Es hat also die Anstrengungen von Generationen von Mathematikern bedurft, um fest-
zustellen, dass das Programm P; in bestimmten Féllen kein “hello, world”-Programm ist.

Wir betrachten eine weitere Variante Py von P. In Py setzten wir die Boolsche Funktion
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3.1 FEinfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie

primes voraus, wobei primes(n) = 1 genau dann wenn n eine Primzahl ist.!

main()
{
int summe=4, x, y, test;
while (1) {
test = 0;

for (x=2; x <= summe; x++) {
y = summe - X;
if (primes(x) && primes(y))
test = 1;
}
if !test printf(‘‘hello, world\n’’);

summe=summe+2 ;

}

Es ist nicht schwer einzusehen, dass das Programm P, ein “hello, world”-Programm ist, wenn
eine gerade natiirliche Zahl grofler als 2 existiert, die nicht als Summe zweier Primzahlen
geschrieben werden kann. Ob es iiberhaupt moglich ist, jede gerade natiirliche Zahl grofier
als 2 als Summe zweier Primzahlen zu schreiben, ist zur Zeit nicht bekannt. Christian
Goldbach hat diese Vermutung (die deshalb Goldbachsche Vermutung genannt wird) im
18. Jahrhundert aufgestellt. Ob die Vermutung korrekt ist, oder nicht, ist bis heute offen.
Die beiden Varianten des einfachen anfinglichen “hello, world”-Programms zeigen uns,
dass die Konstruktion eines “hello, world”-Testers keineswegs eine einfache Angelegenheit
ist. In der Tat kann man beweisen, dass es keinen “hello, world”-Tester H geben kann. Wir

formulieren allgemein das folgende Problem:
Problem. Gegeben ein beliebiges Programm P. Ist P ein “hello, world”-Programm?

Dieses Problem ist algorithmisch nicht losbar, da wir keinen Algorithmus H wie oben
angeben konnen. Probleme, die in diesem Sinn nicht gel6st werden kénnen, nennen wir
unentscheidbar. Wir schlieBen diese Sektion mit einer (sehr) unvollsténdigen Liste unent-

scheidbarer Probleme: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

— Das Problem, ob ein beliebiges Programm auf seiner Eingabe terminiert. (Haltepro-
blem)

! Eine solche Funktion wird auch Primzahltest genannt. Das Testen, ob eine bestimmte natiirliche Zahl eine
Primzahl ist, ist ein l6sbares Problem.
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3 Turing Maschinen und Berechenbarkeit

[Fla]b]b]a]b]a]u]u]ufuu]ulule -

Q J Lese/Schreibkopf

Abbildung 3.1: Schema einer Turingmaschine

— Postsches Korrespondenzproblem (PCP): Gegeben zwei Listen von Strings
Wi, W, ..., W, und T1,To,...,Tn .
Gesucht sind Indizes i1, 4o, .. ., %y, sodass

Wi Wiy .+« - Wy, = T§1Tjgy ... Tj

m

— Das Problem, ob eine beliebige gegeben formale Sprache regulér ist.

In den folgenden Sektionen werden wir die Theorie der Berechenbarkeit soweit entwickeln,
dass wir die erste Behauptung beweisen konnen. Fiir die Beweise der restlichen Behauptun-

gen wird auf [5] oder [4] verwiesen.

3.2 Turingmaschinen

Im Vergleich zu anderen Konzepten zur Beschreibung der Klasse der berechenbaren Funk-
tionen, stellen Turingmaschinen eines der einfachsten abstrakten Berechnungsmodelle dar.
Unter Annahme der Church-Turing These erhalten wir, dass jeder erdenkliche Algorithmus
als Programm einer Turingmaschine dargestellt werden kann.

Zunéchst beschreiben wir deterministische, 1-Band-Turingmaschinen. Eine Turingmaschi-
ne (abgekiirzt T'M) besteht aus einer endlichen Anzahl von Zusténden @, einem einseitig
unendlichen Band und einem Lese- und Schreibkopf, der eine Position nach links oder rechts
wechseln kann und Symbole lesen, beziehungsweise schreiben kann. Das einseitig unendli-
che Band ist auf der linke Seite durch F begrenzt und unbeschriankt auf der rechten Seite.

Skizze 3.1 liefert einen schematisierten Uberblick.

Definition 3.1. Eine deterministische, einbindige Turingmaschine M ist ein 9-Tupel
M - <Q727F7|_7|—|75787t77n) 9

sodass
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3.2 Turingmaschinen

1. @ eine endliche Menge von Zustinden,

2. X eine endliche Menge von Fingabesymbolen,

3. T eine endliche Menge von Bandsymbolen,

4. U eT'\ X, das Blanksymbol,

5. Fe '\ %, der linke Endmarker,

6. 0: Q xT — Q x T x {L,R} die Ubergangsfunktion,
7. s € Q, der Startzustand,

8. t € Q, der akzeptierende Zustand und

9. r € Q, der verwerfende Zustand mit t # r.

Informell bedeutet §(p,a) = (¢,b,d): “Wenn die TM M im Zustand p das Symbol a
liest, dann ersetzt M a durch b und der Lese/Schreibkopf bewegt sich einen Schritt in die
Richtung d.” Wir verlangen, dass das Symbol - niemals iiberschrieben werden kann und
die Maschine niemals iiber die linke Begrenzung hinaus fihrt. Dies wird formal durch die

folgende Bedingung festgelegt: Fiir alle p € @, existiert ¢ € Q) mit:

o(p,F) = (¢, R) . (3.2)

AuBlerdem verlangen wir, dass die Maschine, sollte sie den akzeptierenden, beziehungsweise
verwerfenden Zustand erreicht haben, diesen nicht mehr verlassen kann. Das heif3t fiir alle
b € T existieren ¢,/ € T' und d,d € {L, R} sodass gilt:

d(t,b) = (t,c,d) (3.3)
5(r,b) = (r,d,d) (3.4)

Die Zustandsmenge @ und die Ubergangsfunktion ¢ einer TM M werden wir auch als die
endliche Kontrolle von M bezeichnen.

Beachten Sie, dass eine Turingmaschine M nach Definition 3.1 niemals zur Ruhe kommt.
Zwar kann M in ihren akzeptierenden oder nicht-akzeptierenden Zustand wechseln und die-
sen dann auch nicht mehr verlassen, aber M bleibt trotzdem immer in Bewegung. Dennoch
sprechen wir vom Halten der TM M, wenn M entweder den Zustand t oder r erreicht,

andernfalls sagen wir: M hdlt nicht (oder auch terminiert nicht).

Beispiel 3.1. Die Turingmaschine M = ({s,p,t,r},{0,1},{F,1,0,1},4, s,¢,r) wechselt in
den Zustand ¢, wenn der Bandinhalt den binéiren Nachfolger der Eingabe reprisentiert. In
der Abbildung 3.2 geben die Ubergangsfunktion § tabellarisch an.
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3 Turing Maschinen und Berechenbarkeit

Q
S
=

=
=

2

BRBIR®|w|w|w|w|M
TRl T|IC|~|o|m

Abbildung 3.2: Eine Turingmaschine die den Nachfolger berechnet

0/0/R 1/1/R 1/0/L

L/u/L fQ H/F/R
i 0 0/1/L @

F/F/R

Abbildung 3.3: Ubergangsdiagramm fiir die TM aus Beispiel 3.1

In der Darstellung wurde auf die Ubergangsfunktionen fiir die Endzusténde ¢ und r ver-
zichtet. Diese konnen beliebig eingetragen werden, solange die Bedingungen (3.3)—(3.4)
erfiillt sind. Ebenso wurde auf den Eintrag fiir d(p,U) verzichtet, da leicht nachzupriifen
ist, dass hier jeder beliebige Funktionswert stehen kann.

Wir kénnen die Maschine M auch in der Form eines Ubergangsdiagramms wie in Abbil-
dung 3.2 darstellen. Wiederum verzichten wir auf die Darstellung der Ubergangsfunktionen

fiir die Endzustande ¢ und 7.

Beispiel 3.2. Die Turingmaschine M = ({s,qo,q1,9,.4¢},t,7},{0,1},{F,1,0,1},6,s,¢,7)
wechselt dann in den akzeptierenden Zustand ¢, wenn die Eingabe ein Palindrom iiber dem
Alphabet {0,1} mit gerader Linge darstellt, sieche Abbildung 3.4

Zu jedem Zeitpunkt enthélt das Band einer TM M ein unendliches Wort der Form yLI*,

wobei LI°® den unendlichen String
0 S P

bezeichnet. Obwohl der String ylLI>° unendlich ist, ist dieser endlich représentierbar.

Definition 3.2. Eine Konfiguration einer TM M ist ein Tripel (p,z,n), sodass
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3.2 Turingmaschinen

peEQQ|acl | d(pa) peER|ael | (p,a)
S 0 (QO7|_7R) QE) 0 (Cbl—l)L)
s 1 (q1,F,R) 4 1 (r,1,L)

H (s,F,R) q6 H (t,F,R)

L (t,U,L) a4 0 (r,1,L)
q0 0 (QO7O7R') q/1 1 (q7 U7L)
q0 1 (QOallaR) qll H (ta'_aR)
% U | (gp,U,L) q 0 | (g,0,L)
q1 0 (QIvoaR) q 1 (qv 17L)
q1 1 (QI717R> q F (87|_7R)
q1 U (qll’ |—|7L)

Abbildung 3.4: Turingmaschine, die Palindrome akzeptiert

— p € @ der aktuelle Zustand,
— z = yU™ der aktuellen Bandinhalt (y € I'*) und
— n € N die Position des Lese/Schreibkopfes am Band.

Wir verwenden griechische Buchstaben vom Anfang des Alphabets um Konfigurationen zu

bezeichnen. Die Startkonfiguration bei Eingabe z € ¥* ist die Konfiguration
(s, xU>,0) .

In der Folge definieren wir eine bindre Relation zwischen Konfigurationen, um einen Re-

chenschritt einer Turingmaschine konzise formalisieren zu kénnen.

Definition 3.3. Sei z € [I'*, wir schreiben z, fiir das n-te Symbol des Wortes z. Die Relation

ﬁ ist wie folgt definiert:

(9 2m) L (¢,2,n—1) wenn 6(p, z,) = (¢,b,L)
o (¢,2/,n+1) wenn 6(p, 2,) = (q,b,R)

Hier bezeichnet 2’ den String, den wir aus z erhalten, wenn (z),, (an der Position n) durch

b ersetzt wird.
Definition 3.4. Wir definieren die reflexive, transitive Hiille ﬁ von % induktiv:
0
l. o —«a
M

+1 1 .. . .
2. « % G, wenn « % v 0 fiir eine Konfiguration v und
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3 Turing Maschinen und Berechenbarkeit

* n . .
3. aVﬂ,Wennavﬂfm‘eanO.

Beispiel 3.3. Betrachte die Turingmaschine M aus Beispiel 3.1 mit Eingabe 0010. Dann
gilt:

(s, 0010, 0) V (qo, F+ 010U, 5) V (gh, FF 010U, 4) V (¢,F+ 01U, 3)
Definition 3.5. Die Turingmaschine M akzeptiert die Eingabe x € ¥*, wenn gilt
(s, 2>, 0) % (t,y,n),
fiir ¥ und n beliebig und verwirft x, wenn
(s,F 2L, 0) % (ryy,m),

fiir y und n beliebig. Wir sagen M hdlt bei Eingabe x, wenn M entweder x akzeptiert oder
verwirft. Andernfalls terminiert M auf x nicht. Eine TM M heifit total, wenn sie auf allen
Eingaben hélt. Die Menge L(M) bezeichnet die Menge aller von M akzeptierten Worter.

Beispiel 3.4. Betrachte die TM M aus Beispiel 3.2. Es gilt dass M genau die Menge
A = {ww? | w € {0,1}*} akzeptiert, also gilt A = L(M). Die Menge A wird auch als die

Menge der Palindrome gerader Lange bezeichnet.

Eine Sprache L (oder allgemein eine Menge) heifit rekursiv aufzihlbar (abgekiirzt r.e.
fiir recursive enumerable), wenn eine Turingmaschine M existiert, sodass L = L(M). Eine
Sprache L heift co-r.e. wenn sie das Komplement einer r.e. Sprache und rekursiv, wenn es
eine totale TM M gibt, sodass L = L(M).

Satz 3.1. Rekursive Mengen sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

Beweis. Angenommen A = L(M), wobei die TM M total. Dann definieren wir eine TM M’,
indem der akzeptierende und der verwerfende Zustand von M vertauscht werden. Dann gilt
offensichtlich ~A = L(M') und M’ ist total. O

Satz 3.2. Jede rekursive Menge ist rekursiv aufzdhlbar. Andererseits ist nicht jede rekursiv

aufzihlbare Menge rekursiv.

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist eine triviale Konsequenz der Definitionen. Den Beweis

des zweiten Teiles werden wir in Sektion 3.4 nachholen. O

Satz 3.3. Wenn A und ~ A rekursiv aufzdhlbar sind, dann ist A rekursiv.
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3.3 Aquivalente Formulierungen

Beweis. Angenommen es existieren Turingmaschinen M und M’ sodass A = L(M) und
~(A) = L(M’). Wir definieren eine neue TM N, die bei Eingabe = die Maschinen M und
M’ simultan auf x ausfiithrt. Dazu teilen wir das Band von N in eine obere und untere
Hilfte, sodass wir M auf der oberen und M’ auf der unteren Hilfte ausfithren kénnen.

Formal erreichen wir das, indem das Bandalphabet von N die folgenden Symbole enthélt:

o] ]

Hier haben wir angenommen dass a ein Bandsymbol von M und ¢ ein Bandsymbol von M’
ist. Die Zusatzmarkierung * wird verwendet, um die Position des Lese/Schreibkopfes von

M, M’ zu markieren. Das Band von N kann also folgende Gestalt haben:

bgabaaaabaaa“.
clcleldl|d|d|c|ecld|cld]|c

Die Maschine N fiihrt abwechselnd einen Schritt von M oder einen Schritt von M’ aus.
Dazu werden die jeweiligen Zustéinde von M und M’ durch zusitzliche Zustéinde in N
gespeichert. Wenn M jemals akzeptiert, hilt N und akzeptiert. Andererseits wenn M’ ak-
zeptiert, dann verwirft V. Nach Voraussetzung muss einer der Fille fiir jede Eingabe auf

jeden Fall eintreten. Somit héalt N auf allen Eingaben und ist total. O

Eine Eigenschaft P von Wortern nennen wir entscheidbar, wenn die Menge aller Strings
mit der Eigenschaft P rekursiv ist. Eine Eigenschaft P heifit semi-entscheidbar, wenn die
Menge {x | P(z)} rekursiv aufzidhlbar ist. Somit folgt aus Beispiel 3.4, dass die Eigenschalft,

ein Palindrome gerader Lénge zu sein, entscheidbar ist.

3.3 Aquivalente Formulierungen

3.3.1 Mehrere Bander

Eine offensichtliche Erweiterung von Definition 3.1 ist die Erweiterung um mehrere Bénder
und Lese/Schreibképfe, wie in Bild 3.5 dargestellt.
Die Ubergangsfunktion dieser Turingmaschine hat den folgenden Typ:

§:QxT3 - QxTI3x{LR}3.

Die Erweiterung dieses Beispiels zu einer formalen Definition einer mehrbdndigen, deter-
ministischen Turingmaschine iiberlassen wir der Leserin. Mehrbéndige Turingmaschinen

werden auch als Mehrband-Turingmaschinen bezeichnet.
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3 Turing Maschinen und Berechenbarkeit

Q —Mmehrfacher Lese/Schreibkopf

Abbildung 3.5: Mehrband-Turingmaschine

Q J Lese/Schreibkopf

Abbildung 3.6: Beidseitig unendliches Lese/Schreibband

Satz 3.4. Sei M eine deterministische Turingmaschine mit k Bdndern. Dann existiert eine

einbindige, deterministische Turingmaschine M', sodass L(M) = L(M’).

Beweisskizze. In der Literatur finden sich zwei unterschiedliche Anséitze, eine Mehrband-
maschine durch eine Einbandmaschine zu simulieren. Entweder werden die k Bénder von
M hintereinander, durch Sonderzeichen getrennt, auf dem Band von M’ simuliert. Oder
das Band von M’ wird in mehrere Bereiche geteilt, um die k Binder von M simulieren
zu konnen. Dabei folgt man der entsprechenden Konstruktion im Beweis von Satz 3.3. Die

genaue Ausarbeitung dieser Beweisskizzen iiberlassen wir der Leserin. O

3.3.2 Zweiseitig Unbeschrinkte Bander

Eine andere einfache Moglichkeit Definition 3.1 zu erweitern ist es, das Lese/Schreibband
sowohl nach links als auch nach rechts unbeschrénkt zu definieren, wie in Abbildung 3.3.2
dargestellt.

Auch diese Erweiterung erhoht die Ausdrucksfihigkeit des Turingmaschinenmodells nicht.

Satz 3.5. Sei M eine einbindige, deterministische Turingmaschine, dessen Band in beide
Richtungen unbeschrinkt ist. Dann existiert eine einbdndige, deterministische Turingma-
schine M', sodass L(M) = L(M').
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Beweisskizze. Wir zeigen den Satz, indem wir M durch eine 2-béndige Turingmaschine
simulieren. In der Simulation wird das zweiseitig unendliche Band an einer beliebigen Stelle

geknickt, wie die folgende Grafik verdeutlicht:
STululslalb]e]alalb]b]alalb]b]alb]a]ulu]u]ufululu]d---

hier umklappen

Wir erhalten die folgende Représentation des urspriinglichen Bandes, wobei das obere Band
verwendet wird, um den Bandinhalt links von der Knickstelle darzustellen und das untere

Band fiir den Bandinhalt rechts von der Knickstelle.
(Hlalalblblalalb]b]a]b[ufu] s

’Hb\b\a\b\a\u\u\u\u\u\u\uw...

3.3.3 Nichtdeterminismus

FEine nichtdeterministische, mehrbéndige Turingmaschine N erweitert die einbandige Tu-
ringmaschine einerseits um mehrere Bander und andererseits um die Moglichkeit, dass die
Berechnungen der Maschine zu jedem Zeitpunkt anhand von mehreren Moglichkeiten vor-

anschreiten kann.

Definition 3.6. Eine nichtdeterministische, k-bandige Turingmaschine (NTM) N ist ein
9-Tupel
N: (Q,E,F,I—,I_I,(S,s,t,r) 9

sodass
1. @ eine endliche Menge von Zustinden,
2. X eine endliche Menge von FEingabesymbolen,
3. I eine endliche Menge von Bandsymbolen,
4. U eI\ X, das Blanksymbol,
5. Fe T'\ X, der linke Endmarker,
6. 0: Q xT* — P(Q x T*¥ x {L,R}*) die Ubergangsfunktion,

7. s € Q, der Startzustand,
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deterministisch nichtdeterministisch

0/.\0
N,

\

:

+ O P +—— 0 +—— 0 +— 0 +—0

Abbildung 3.7: Darstellung des Berechnungsbaumes

8. t € Q, der akzeptierende Zustand und
9. r € Q, der verwerfende Zustand mit t # r.

Die Rechenschritte einer NTM koénnen als Baum aufgefasst werden, dessen Wege die
unterschiedlichen Moglichkeiten représentieren, die Berechnung fortzusetzen. Schematisch
l4sst sich der Unterschied zwischen Determinismus und Nichtdeterminismus wie in Abbil-
dung 3.7 darstellen. Damit eine NTM N ihre Eingabe akzeptiert, muss nur eine Moglichkeit,

also ein Weg, existieren, sodass N einen akzeptierenden Zustand erreicht.

Satz 3.6. Sei N eine nichtdeterministische TM, dann existiert eine deterministische TM
M, sodass L(M) = L(N). Umgekehrt wird jede von einer deterministischen TM akzeptierte

Sprache auch von einer nichtdeterministischen TM akzeptiert.

Beweis. Es geniigt den ersten Teil des Satzes zu beweisen, da der zweite Teil leicht folgt.
Sei N eine nichtdeterministische TM. Wir konstruieren eine deterministische dreibéndige
TM M’, welche nach Satz 3.4 in eine einbéindige TM umgewandelt werden kann.

Sei z das Eingabewort fiir N. Das erste Band von M’ wird immer nur diese Eingabe
z enthalten. Auf dem zweiten Band simulieren wir die Rechenvorginge von N relativ zu
einem fixen Weg durch den Baum. Schliellich dient das dritte Band dazu, den aktuellen
Weg zu adressieren. Beachten Sie, dass der aktuell betrachtete Weg nicht notwendigerweise

in einem Blatt enden muss.

52



3.3 Aquivalente Formulierungen

Zur Adressierung der Wege wird ein String iiber dem Alphabet ¥, = {1,2,...,b} ver-
wendet, wobei b den maximalen Grad eines inneren Knoten im Berechnungsbaum darstellt.
Anders ausgedriickt bezeichnet b den Grad des Nichtdeterminismus von N. Offensichtlich
reprisentiert jeder String w € ¥} entweder eine eindeutige Position in diesem Berechnungs-
baum oder ist ungiiltig, wenn an dieser Stelle im Baum weniger als b Moglichkeiten bestehen.
Das Leerwort € bezeichnet die Wurzel des Berechnungsbaumes, das heifit den Beginn der
Berechnung. Aufbauend auf diese Kodierung kénnen wir das Verhalten von N wie folgt

kodieren:
1. Anfangs enthilt Band 1 von M’ das Eingabewort z, die Binder 2 und 3 sind leer.
2. Kopiere den Inhalt von Band 1 auf Band 2.

3. Verwende Band 2, um die Rechenschritte von N auf x zu simulieren. Bei jeder Stelle
in der Berechnung, in der die Ubergangsfunktion ¢ mehrere Moglichkeiten zulisst,
sieht M’ auf Band 3 nach, welche Moglichkeit gewéihlt werden soll. Es wird also genau
ein Weg im Berechnungsbaum auf Band 2 simuliert. Wenn die Adresse auf Band 3
ungiiltig ist, oder keine weiteren Rechenschritte mehr betrachtet werden kénnen, gehe

zu Punkt (4). Andernfalls, wenn die Simulation von N akzeptiert, dann akzeptiere.

4. Ersetze den String auf Band 3 durch den né#chstgrofleren in der graduiert-lexiko-

graphische Ordnung <jey. Gehe zu Schritt (2).

3.3.4 Zwei Keller

Ein 2-Kellerautomat ist ein endlicher Automat, der zuséitzlich zu einem Leseband noch
zwei Keller (oder Stapel) zur Verfiigung hat. Wir begniigen uns mit der genannten infor-
mellen Definition und iiberlassen es der Leserin 2-Kellerautomaten, sowie den Begriff der
Sprache L(K) eines Kellerautomaten formal einzufiithren. Der folgende Satz zeigt dass 2-

Kellerautomaten und Turingmaschinen dquivalent sind.

Satz 3.7. Sei K ein Kellerautomat, dann ezistiert eine TM M, sodass L(M) = L(K).
Umgekehrt gibt es zu jeder TM M’ einen Kellerautomaten K', sodass L(K') = L(M’).

Beweisskizze. Die Simulation eines 2-Kellerautomaten durch eine Turingmaschine mit drei
Béndern ist trivial: Das obere Band dient der Représentation des Lesebandes und die unteren
beiden Bander der Darstellung der Keller.

Andererseits kann jede TM durch eine 2-Kellermaschine wie folgt simuliert werden: Der
Bandinhalt links vom Lese/Schreibkopf wird auf dem ersten Keller, der Bandinhalt rechts

vom Lese/Schreibkopf auf dem zweiten Keller dargestellt. Dabei ist nur darauf zu achten,
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dass die Symbole, die dem Lese/Schreibkopf am néchsten sind, auf den beiden Stapeln am
hochsten liegen. Dann kann das Lesen und Schreiben durch Kopieren von einem Stapel auf

den anderen simuliert werden. O

3.3.5 Registermaschinen

Eine k-Registermaschine ist eine Maschine, die mit einem Leseband und zusétzlich & Re-
gistern, die natiirliche Zahlen aufnehmen kénnen ausgestattet ist. Jedes Register kann eine
beliebige Zahl in N speichern. In jedem Schritt kann der Automat unabhéingig jeden Regis-
terinhalt um eins erhdhen und verkleinern. Auflierdem erlauben die Instruktionen den Test

der Register auf 0 und das Verschieben des Lesekopfs (in beide Richtungen) um eine Zelle.

Satz 3.8. Sei R eine k-Registermaschine, dann existiert eine Turingmaschine M, sodass
L(M) = L(R). Umgekehrt gibt es zu jeder TM M' eine 2-Registermaschine R', sodass
L(R") = L(M'").

Beweis. Sei R eine k-Registermaschine. Diese kann am einfachsten durch eine k 4+ 1-Band
Turingmaschine M” simuliert werden, indem jedem Register ein eigenes Arbeitsband ent-
spricht. Als Bandalphabet fiir die zusétzlichen Béander konnen wir {0,1} verwenden und
den Inhalt der Register bindr kodieren. Dann ist es nicht schwer entsprechende Turingma-
schinenprogramme zu schreiben, die das Inkrementieren und Dekrementieren von Registern
kodieren. Um abschliefend den ersten Teil des Satzes zu beweisen, muss nur noch die Ma-
schine M" durch eine einbindige TM M’ simuliert werden.

Andererseits sei M’ die Turingmaschine, die wir durch eine 2-Registermaschine simulieren
wollen. Dazu wandeln wir zunichst M’ in einen 2-Kellerautomaten um und zeigen, wie wir
einen Stapel durch zwei Register simulieren kénnen. Anschlieflend skizzieren wir, wie die
erhaltene 4-Registermaschine durch eine 2-Registermaschine simuliert werden kann.

Wir zeigen die Simulierung eines Kellers durch zwei Register. Dazu kénnen wir o.b.d.A
annehmen, dass das Kelleralphabet nur die Symbole 0 und 1 enthilt: Sollte das Alphabet
mehr Symbole enthalten, kénnen wir diese leicht durch verschiedene Binérstrings kodieren.
Wir gehen also davon aus, dass der Kellerinhalt als Bindrzahl dargestellt werden kann, dessen
niedrigwertigste Ziffer ganz oben am Stapel liegt. Die Simulation speichert die Zahl im ersten
Register und verwendet das zweite Register, um Stapeloperationen zu simulieren. Etwa um
eine 0 oben auf den Stapel zu legen, muss der Stapelinhalt (als Zahl gelesen) verdoppelt
werden. Dazu wird eine Schleife aufgerufen, die iterativ das erste Register dekrementiert
und in jedem Schritt 2 zum Inhalt des zweiten Registers dazu z#hlt. In einer dhnlichen
Weise wird simuliert, dass eine 1 auf den Stapel gelegt werden soll. Um das Entfernen des
obersten Elements zu simulieren, miissen wir nur den Registerinhalt durch 2 dividieren und

durch einen mod 2 Test feststellen, ob der Stapel von einer 0 oder einer 1 gekrdnt war.
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Damit haben wir die Simulation eines 2-Kellerautomaten durch eine 4-Registermaschine
vollstandig beschrieben.

Wir skizzieren die Simulation einer 4-Registermaschine R” durch eine 2-Registermaschine
R'. Angenommen die Register von R” enthalten die Werte 7, 7, k und [. Dann schreiben wir
die Zahl 2¢-37.5%. 7" in das ersten Register von R’. Das zweite Register dient zur Simulation

der Rechenoperationen von R”. O

3.3.6 Aufzidhlmaschinen

Wir haben die rekursiv aufzéhlbaren Mengen als Mengen definiert, die durch eine Turing-
maschine akzeptiert werden. Der Ausdruck rekursiv aufzdhlbar kommt allerdings von einem
alternativen Maschinenmodell, den Aufzdhimaschinen.

Wir verstehen unter einer Aufzdhlmaschine einen Automaten mit einer endlichen Kon-
trolle und zwei Béndern. Das erste Band ist ein Lese/Schreibband, das auch Arbeitsband
genannt wird. Das zweite Band ist das Ausgabeband, auf das nur geschrieben werden kann. Es
gibt kein Eingabeband und keinen akzeptierenden oder verwerfenden Zustand. Wie in einer
Turingmaschine werden die Rechenschritte durch eine Ubergangsfunktion kodiert. Von Zeit
zu Zeit gelangt die Aufzéhlmaschine in einen speziellen Zustand, den Aufzdhlungszustand.
Wenn das passiert, wird das aktuell am Ausgabeband stehende Wort als aufgezdihlt bezeich-
net. Das Wort wird geloscht und die Maschine generiert das néchste aufzuzéhlende Wort.
Eine Aufzéhlmaschine terminiert nicht. Es ist moglich, dass eine Aufzéhlmaschine E nie-
mals in den Aufzdhlungszustand gelangt, dann gilt L(F) = &, oder die Sprache die von
FE aufgezdhlt wird, ist unendlich. Andererseits kann das selbe Wort mehrmals aufgezihlt

werden.

Satz 3.9. Die Familie der Mengen, die von einer Aufzihlungsmaschine aufgezdhlt werden
kénnen, entspricht genau der Familie von r.e. Mengen. In anderen Worten, eine Menge ist
L(E) fiir eine Aufzihlungsmaschine E genau dann, wenn diese Menge L(M) einer Turing-

maschine M ist.

Beweis. Der vollsténdige und nicht schwere Beweis kann in [5] nachgelesen werden. t

3.4 Universelle Maschinen und Diagonalisierung

In Sektion 3.1 haben wir behauptet, dass es nicht algorithmisch feststellbar ist, dass ein
beliebiges Programm auf seiner Eingabe hilt. Dazu werden wir zeigen, dass die Menge
der Turingmaschinen, die auf ihrer Eingabe halten, nicht rekursiv ist. Gleichzeitig ist diese
Menge aber rekursiv aufzéhlbar, also werden wir damit auch ein Beispiel einer Menge, die
r.e. aber nicht rekursiv ist, angeben. Eine wichtige Grundlage fiir dieses Resultat ist die

Tatsache, dass Turingmaschinen ihren eigenen Code interpretieren kénnen.
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Die Eigenschaft der Selbstinterpretierbarkeit der Programme von Turingmaschinen ist
ebenfalls in modernen Programmiersprachen hoherer Stufe (wie etwa Lisp, Scheme, Ocaml,
Prolog) gegeben. Dies erlaubt ein Programmierparadigma, das man als Metaprogrammie-

rung bezeichnet.

3.4.1 Universelle Turingmaschinen

Um das Programm einer TM fiir eine TM lesbar zu machen, miissen wir uns auf eine sinnvolle
Kodierung von Turingmaschinen einigen. Diese Kodierung sollte einfach genug sein, sodass
alle notwendige Informationen wie etwa Anzahl der Zustinde, Ubergangsfunktion, Eingabe-
und Bandalphabet leicht und problemlos aus der Kodierung gewonnen werden kénnen.

Als Beispiel kénnte die Kodierung mit dem folgenden String beginnen:
0"10™10%10°1010"10“10"1 .

Wobei dieses Wort bedeutet, dass die dargestellte TM M, n Zustédnde {0,...,n — 1} wo-
bei s der Startzustand, ¢ der akzeptierende Zustand und r der verwerfende Zustand ist.
Auflerdem enthilt das Band die m Symbole {0,...,m — 1} wobei {0,...,k — 1}, Symbole
des Eingabealphabets sind. Schlieflich bezeichnet das Symbol u den linken Endmarker und
v das Blanksymbol. Hier steht als letztes Zeichen 1, um die Kodierung der TM von der
Kodierung der Ubergangfunktion abzugrenzen. Der Rest des Codesegments kann nun aus
einer Sequenz von Wortern bestehen, welche die Ubergangsfunktion kodieren, etwa konnte

d(p,a) = (q,b,d) wie folgt dargestellt werden:
0P10%10710°11 .

Hier steht als letztes Zeichen die“0” fiir die Richtung L und die “1” fiir R.

Definition 3.7. Aufbauend auf eine geeignete Kodierung von Turingmaschinen, konstru-

ieren wir eine universelle Turingmaschine U sodass
LU)={"M"z"|zeL(M)}.

Das Symbol f ist ein Hilfssymbol im Alphabet von U, um den Code "M ' der TM M vom

Code "z der Eingabe fiir M abzugrenzen. Die Maschine U operiert wie folgt:

1. Zunéchst priift U, ob " M " tatséchlich der Code einer TM M ist und "z die Kodierung
eines Eingabewortes iiber dem Alphabet von M darstellt. Falls nicht, wird U sofort

verwerfen.

2. Wenn die Kodierung giiltig ist, simuliert U die Maschine M auf der Eingabe z. Dazu

werden am besten drei Biander verwendet. Auf Band 1 steht wihrend der ganzen
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Simulation die Beschreibung von M. Auf Band 2 wird das (dekodierte) Eingabewort
x geschrieben und zu jedem Zeitpunkt reprisentiert das dritte Band den (simulierten)
Bandinhalt des Bandes von M. (O.b.d.A. kénnen wir annehmen, dass M nur ein Band
besitzt.)

3. Wenn M jemals auf der Eingabe z hélt, hilt U ebenfalls und akzeptiert, beziehungs-

weise verwirft entsprechend.

Wenn keine Unklarheiten auftauchen, lassen wir die expliziten Hinweise auf die Kodierung
weg und schreiben L(U) = {Mfx | v € L(M)}.

3.4.2 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Wir zeigen nun, wie die Existenz von universellen Turingmaschinen zusammen mit der Dia-
gonalisierungmethode verwendet wird, um das Halteproblem und Zugehdérigkeitsproblem von
Turingmaschinen als unentscheidbar nachzuweisen. Eine Anwendung der Diagonalisierungs-
methode wurde bereits in “Diskrete Mathematik 1”7 behandelt, siehe [2, Satz 3.10].

Definition 3.8. Wir definieren die dem Halteproblem und Zugehdrigkeitsproblem von Tu-

ringmaschinen entsprechenden Mengen:

HP := {Mtx | M hilt bei Eingabe z}
MP := {Mfz |z € L(M)} .

Wir machen uns die Kodierungsmdoglichkeit von Turingmaschinen zunutze, um eine Aufzéhlung

aller Turingmaschinen anzugeben.

Definition 3.9. Sei M, eine TM mit Eingabealphabet {0,1}, deren Code z ist. Als Ko-
dierungsalphabet verwenden wir wiederum {0, 1}. Wenn z keine giiltige Beschreibung einer

Turingmaschine darstellt, definieren wir M, als eine beliebige aber fixe TM iiber dem Al-
phabet {0, 1}.

Als Konsequenz von Definition 3.9 erhalten wir eine unendliche Liste von Turingmaschi-

nen, deren Programmcodes in aufsteigender Reihenfolge geordnet sind.
M, Mo, My, Moo, Mo1, M1o, Mooo, Mooz, - - - (3.5)

Diese Liste enthélt alle moglichen Turingmaschinen iiber dem Alphabet {0,1}. Wir be-

trachten eine zweidimensionale Matrix, einerseits indiziert mit Woértern w € {0,1}* und
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T Mtz » loop

Abbildung 3.8: Diagonialisierungsmaschine

andererseits mit den Turingmaschinen aus der Liste (3.5).

o
o
o
[y
[y
o

11 000 001 010
X

e

M.
Moy
My

X
C

=

o
C X X X X X O C X
X X X X X C X C C|lo
X X O C X CC X C|w
X X O X X X X X X
X & X X C x C C
C X C CC x x x C
X X X X O X X X X
X C C X x CCC
X X X O X C CC
X C C X C X X X

Die xte Zeile dieser Matrix beschreibt fiir jedes Eingabewort gy, ob M, auf y hélt oder nicht.

Hier wird das Halten von M, durch x und das Nichtterminieren durch O ausgedriickt.
Satz 3.10. Die Menge HP ist nicht rekursiv, aber rekursiv aufzdhlbar.

Beweis. Wir verfahren indirekt: Angenommen es existiert eine totale TM K, sodass HP =

L(K). Basierend auf K definieren wir eine Diagonaliserungsmaschine D:
1. Die TM D erhilt als Eingabe einen String = € {0, 1}*. Mit Hilfe von z konstruiert D
die Maschine M, und schreibt M, fx auf ihr Eingabeband.
2. Dann simuliert D die TM K auf der Eingabe M_ fix, allerdings startet D eine nicht-

terminierende Schleife, wenn K akzeptieren wiirde und akzeptiert, wenn K verwirft.

Zeichnung 3.8 stellt die Maschine D graphisch dar.
Es ist leicht einzusehen, dass die Maschine D genau das Komplement der Diagonale der

oben dargestellten Matrix berechnet. In Summe gilt:

D halt auf x < K verwirft M {x Definition von D

< M, terminiert nicht auf x Definition von K
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Damit ist das Verhalten von D verschieden von jeder der TM M, auf zumindest einem
Eingabewort. Aber die Liste (3.5) sollte alle TM enthalten. Widerspruch zur Annahme,
dass HP rekursiv ist. Somit ist HP nicht rekursiv.

Andererseits ist es nicht schwer zu sehen, dass die Menge HP durch eine Aufzéhlungs-

maschine aufgezihlt werden kann. Nach Satz 3.9 ist HP also rekursiv aufzéhlbar. O
Satz 3.11. Die Menge MP ist rekursiv aufzihlbar, aber nicht rekursiv.

Beweis. Wiederum ist es einfach, eine Aufzéhlungsmaschine anzugeben, welche Elemente
von MP aufzahlt, somit ist MP r.e. Um zu zeigen, dass MP nicht rekursiv ist, argumentieren
wir wieder indirekt.

Angenommen MP wére rekursiv, dann existiert eine total TM K, sodass MP = L(K).
Angenommen wir wollten nun fiir eine beliebige TM M feststellen, ob M auf x hilt. Dann
transformieren wir M wie folgt: Die neue TM N, ist genau wie M definiert, aber mit der
Ausnahme, dass N einen neuen akzeptierenden Zustand t besitzt und wir von den alten
akzeptierenden und verwerfenden Zustéinden von M nach t wechseln, wenn diese von M
erreicht werden. Also akzeptiert N das Wort x genau dann, wenn M auf z hilt. Nun
konnen wir die Maschine K verwenden um das Halteproblem zu lésen. Nach Satz 3.9 ist

dieses jedoch unentscheidbar. Widerspruch zur Annahme der Existenz von K. O

Im Beweis von Satz 3.11 haben wir eine Standardtechnik angewandt, um die Unentscheid-
barkeit bestimmter Eigenschaften zu zeigen: die Reduktion eines Problems (in diesem Fall
das Halteproblem) auf ein anderes (in diesem Fall das Zugehorigkeitsproblem). Im Rahmen
der Komplexitatstheorie werden wir solche Reduktionen intensiv studieren.

Eine kritische Analyse des Beweises von Satz 3.10 zeigt, dass wir zwar bewiesen haben,
dass das Halteproblem fiir TM unentscheidbar ist, dass wir damit aber eigentlich nicht ge-
zeigt haben, dass das Halteproblem fiir alle Programme unentscheidbar ist. Anderseits ist
es ein Leichtes, ein, in C, OCaml, oder Prolog geschriebenes, Programm in ein Turingma-
schinenprogramm umzuwandeln. Dariiber hinaus gilt sogar, dass jedes im Laufe der letzten
Dekaden vorgeschlagene abstrakte Rechenmodell dquivalent zu Turingmaschinen ist.

Diese Beobachtung hat schon in den 1930er Jahren die Grundlage fiir die sogenannte

Church-Turing These geliefert:
These. Jedes algorithmisch l6sbare Problem ist auch mit Hilfe einer Turingmaschine ldsbar.

Die folgenden Sétze geben wir ohne Beweis an und verweisen die interessierte Leserin
auf [5] oder [4].

Definition 3.10. Wir definieren das Postsche Korrespondenzproblem (PCP). Gegeben zwei
Listen von Strings

Wi, W9, ..., Wy, und x1,To,..., Ty .
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Gesucht sind Indizes i1, 43, ..., 4m, sodass

Wi Wiy « - - W4, = Tj1Ljgy ... T4

m

Satz 3.12. Das Postsche Korrespondenzproblem ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheid-

bar.

Satz 3.13. Das Problem, ob eine beliebig gegebene formale Sprache regulir ist, ist weder

entscheidbar, noch semi-entscheidbar.
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4

Komplexitatstheorie

4.1 Einfithrung in die Komplexitatstheorie

Komplexitéitsabschidtzungen haben Sie schon im Kapitel 2 des Skriptums “Diskrete Ma-
thematik 1” kennen gelernt (siehe [2]). Etwa wurde in Satz 2.5. gezeigt, dass die Nachfol-
gesuche in polynomiell vielen Schritten (in der Anzahl der Knoten und Kanten) alle von
einer Startmenge S aus erreichbaren Knoten in einem gerichteten Multigraphen G markiert.
Eine weitere Art der Komplexitétsabschéitzung ist durch das Master-Theorem (Satz 3.14)
gegeben.

Die Abschitzungen, die wir jetzt anstellen werden, sind etwas verschieden. Hat uns vor-
her die Komplexitét eines bestimmten Algorithmus interessiert, wird nun ein bestimmtes
Problem in den Vordergrund riicken. Die verwendeten Algorithmen riicken dabei in den
Hintergrund. Diese Art von Komplexitidtsabschitzungen, die sich hauptséchlich mit der
Komplexitéit der Losung von Problemen beschéftigt, wird in der Komplexititstheorie stu-
diert.

Die Komplexitdtstheorie analysiert Algorithmen und Probleme hinsichtlich der von ihnen
benottigten Ressourcen wie etwa Speicherplatz oder Rechenzeit. Hierbei bezeichnet der Aus-
druck Problem eine allgemeine, zu beantwortende Frage; ein Verfahren zur Beantwortung
dieser Frage heifit Algorithmus. Beide Begrifflichkeiten haben wir oben bereits verwendet. Zu
jedem Problem gibt es nun viele verschiedene Algorithmen unterschiedlichster Komplexitit.
Unter der Komplexitét eines Algorithmus verstehen wir die notwendigerweise aufgewandten
Ressourcen (in Relation zur Eingabe), um das Problem zu lésen. Im Besonderen sind wir
daran interessiert, wie lange ein Algorithmus braucht, um ein Problem zu losen (Laufzeit-
komplexitit) oder wie viel Platz benétigt wird (Speicherplatzkomplezitit). Die Komplexitét
eines Problems ist nun die Komplexitit des effizientesten Algorithmus, um das Problem zu

16sen. Wir betrachten beispielhaft drei (nur scheinbar artifizielle) Probleme.
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Problem. Gegeben einen gerichteten Graph G und Knoten s,t € E, wobei E die FEcken-
menge von E bezeichnet. Gibt es einen (gerichteten) Pfad zwischen s und t. Dieses Problem
nennt man MAZE.

Zur Verdeutlichung betrachten wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4.1.
O——®

\@

Wie schon angedeutet, kann das Problem MAZE mittels der Nachfolgersuche (Satz 2.5
in [2]) gelost werden:

1. Setze S = {s} und markiere s.

2. Solange S nicht leer ist, wiederhole:

— Wihle eine Ecke e € S und entferne sie aus S.

— Bestimme alle unmarkierten unmittelbaren Nachfolger von e, markiere sie und

gebe sie zu S hinzu.
3. Antwort “ja” wenn ¢ markiert, sonst “nein”.
J )

Aus Satz 2.5 folgt, dass die (Zeit)-Komplezitit des Suchalgorithmus O(n?) ist, wenn n die
Summe der Knoten und Kanten darstellt. Je nach Wahl der Auswahlfunktion kann die Suche
depth-first oder breadth-first sein. Der Platzbedarf des Suchalgorithmus ist O(n).

Problem. Gegeben n Stidte, mit Distanz d;; > 0, sodass d;j = dj;. Was ist die billigste

Tour durch die Stidte? Gesucht ist das Minimum der Kostensumme:

Z dr(i)m(id1)
=1

wobei w: {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation ist und wir definieren w(n + 1) :=
m(1). Dieses Problem nennt man Problem des Handlungsreisenden (traveling salesperson
problem, kurz TSP).

Beachten Sie, dass die Tour in jeder beliebigen Stadt beginnen kann, aber wieder zum

Ausgangspunkt zuriickfithren muss.
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4.1 Einfiihrung in die Komplexitétstheorie

Beispiel 4.2.

=)
©
® ©

Um die Darstellung zu vereinfachen, haben wir einige Kanten weggelassen, wir nehmen
an, dass die Distanz zwischen den Stddten, wo Kanten fehlen, unendlich ist. Die billigste
Tour ist gegeben durch

(1,4,7,11,10,8,5,2,3,6,9,12,1) .

Ein (naiver) Algorithmus wiirde etwa wie folgt verfahren:
1. Generieren aller moglichen Lésungen
2. Berechnen der Kosten

3. Die Tour mit den geringsten Kosten wihlen.

Die Zeitkomplexitét ist O(n!) und die Platzkomplexitét O(n). Die Zeitkomplexititsschranke
ldsst sich leicht verbessern, bleibt aber exponentiell! Das heifit, das Problem ist nur fiir recht
kleine Probleminstanzen mit vertriaglichem Zeitaufwand l6sbar.

Als letztes Problem betrachten wir das Problem festzustellen, ob eine Spielerin das Spiel
verallgemeinerte Landerkunde immer gewinnen kann. Hierbei ist das Spiel verallgemeinerte
Landerkunde wie folgt definiert. Gegeben seien ein gerichteter Graph G und ein ausgewéhlter
Startknoten s. Das Spiel wverallgemeinerte Linderkunde wird von zwei Spielern gespielt.
Spielerin I beginnt in der Ecke (dem “Land”) s und wéhlt eine in G erreichbare Ecke
(“Land”), das markiert wird. Dann zieht Spieler II und markiert das erreichte Land wieder

und so weiter. Derjenige Spieler, der kein (unmarkiertes) Land mehr erreichen kann, verliert.

Problem. Seien ein gerichteter Graph und ein ausgewdhlter Startknoten s gegeben. Das
verallgemeinerte Lénderkundeproblem (generalised geography problem, kurz GG) ist das
Problem, ob Spielerin I das Spiel immer gewinnen kann, wenn sie im Land s beginnt. Es

wird also nach einer Gewinnstrategie fiir Spielerin I gesucht.

Die folgende rekursive Entscheidungsprozedur A stellt fest, ob Spielerin I eine Gewinn-
strategie hat. Dabei bezeichnet G den Graphen, F, K Eckenmenge und Kantenmenge und
b das aktuell besuchte Land.
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1. Wenn der Ausgangsgrad von b, 0 ist, dann verliert Spielerin I immer, deshalb verwerfen

wir die Eingabe.

2. Eliminiere Knoten b und alle wegfiithrenden Kanten. Der erhaltene Graph wird mit G’

bezeichnet.

3. Fiir jede der Ecken b’ aus der Menge der unmittelbaren Nachfolger von b (in G), rufe
A rekursiv mit (G, V') auf.

4. Wenn alle Aufrufe akzeptieren, dann hat Spieler II eine Gewinnstrategie, also verwerfe.

Andererseits hat Spieler II keine Gewinnstrategie, dafiir Spielerin I, also akzeptiere.

Wir schéitzen nur den Platzbedarf des Algorithmus ab. Der einzige Platz den A bendtigt, ist
der Platz fiir die rekursiven Aufrufe. In jedem rekursiven Aufruf wird eine Ecke gespeichert.
Die Anzahl der Ecken ist durch |E| beschrénkt, also ist der Platzbedarf linear in Grofie des
Graphen G.

4.2 Laufzeitkomplexitat

Wenn wir nun die drei eingefithrten Probleme ndher betrachten, stellt sich natiirlich die
Frage, ob die angegebenen Algorithmen wirklich die bestmoglichen sind. Und wie schwierig
die jeweiligen Probleme im Vergleich tatsdchlich sind. Um dies beantworten zu konnen,

fithren wir Komplezitdtsklassen ein.

Definition 4.1. Sei M eine deterministische und totale TM. Die Laufzeit oder Laufzeit-
komplexitdt von M ist die Funktion T: N — N, wobei T'(n) die maximale Anzahl von
Schritten von M auf allen Eingaben der Linge n bezeichnet. Wir sagen auch, dass T'(n) die

Laufzeit von M ist, oder dass M eine T'(n)-Zeit Turingmaschine ist.

Definition 4.2. Sei T: N — N eine numerische Funktion. Die deterministische Zeitkom-
plexititsklasse DTIME(T'(n)) ist wie folgt definiert:

DTIME(T'(n)) := {L(M) | M ist eine deterministische Mehrband-TM mit Laufzeit
O(T(n)) }

die Klasse DTIME(T'(n)) enthilt also alle Sprachen, deren Zugehorigkeitstest von einer TM

in Zeit O(T'(n)) entschieden werden kann.

Wir koénnen das Problem MAZE auch als Sprache betrachten, wenn wir ein geeignetes

Alphabet zur Kodierung von Graphen voraussetzen. '

! In diesem Kapitel verwenden wir die Begriffe Sprache und Problem synonym, da man jedes algorithmische
Problem geeignet als formale Sprache darstellen kann und umgekehrt.

64



4.3 Die Klassen P und NP

MAZE = {(G, s,t) | G ist ein gerichteter Graph mit einem Weg von s nach ¢}

In dhnlicher Weise kénnen wir die Sprachen TSP und GG definieren. Fiir das ”Traveling
Sales Person”-Problem ist dabei zu beachten, dass wir dieses Problem als Optimierungs-
problem definiert haben, das heifit, die kostengiinstigste Tour wird gesucht. Um TSP als
Sprache verstehen zu kénnen, miissen wir es erst als Entscheidungsproblem definieren. Wir

geben zunéchst eine dquivalente graphentheoretische Formulierung des Problems TSP.

Problem. Ein Hamiltonscher Kreis in einem Graphen ist ein Kreis, der jede Ecke (genau
einmal) besucht. Gegeben ein bewerteter ungerichteter Graph G, dann ist der Hamiltonsche
Kreis mit der minmalen Bewertung gesucht. Dieses Problem wird Traveling Salesperson
Problem (TSP) genannt.

Der Einfachheit halber bezeichnen wir das Optimierungsproblem und das Entscheidungs-

problem gleich.

TSP = {(G,b, B) | G ist ein Graph mit Bewertung b, der einen Hamiltonschen
Kreis mit Bewertung kleiner gleich B besitzt }

Beispiel 4.3. Sei (G,s,t) € MAZE, das heifit in G gibt es einen gerichteten Weg von
s nach t. Wir haben oben gesehen, dass diese Tatsache mit Hilfe einer deterministischen
Turingmaschine in Laufzeit O(n?) entschieden werden kann. Also gilt MAZE € DTIME(n?).

Definition 4.3. Sei M eine nichtdeterministische und totale TM. Die Laufzeit oder Lauf-
zeitkomplezitit von M ist die Funktion T: N — N, wobei T'(n) die maximale Anzahl von
Schritten von M auf jedem moglichen Pfad im Berechnungsbaum auf allen Eingaben der

Lénge n ist.

Definition 4.4. Sei T: N — N eine numerische Funktion. Die nichtdeterministische Zeit-
komplexitétsklasse NTIME(T' (n)) ist wie folgt definiert:

NTIME(T(n)) := {L(M) | M ist eine nichtdeterministische Mehrband-TM mit Lauf-
zeit O(T'(n)) }

4.3 Die Klassen P und NP

Wir interessieren uns fiir das asymptotische Wachstum von Komplexitidtsschranken. Dabei
sind Laufzeitkomplexitéitsfunktionen, die polynomiell sind, solchen die exponentiell wachsen

deutlich vorzuziehen.
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Im Besonderen interessieren wir uns fiir diejenigen Probleme, die durch einen Algorith-
mus, der in polynomieller Zeit lduft, berechnet werden kann. Diese Probleme werden in
der Komplexititsklasse P zusammengefasst. Hier steht das P fiir Polynomielle Zeit. Die
Moglichkeit von nicht-deterministischen Algorithmen erklart das Interesse an einer zweiten
Komplexititsklasse, der Klasse NP. Hier steht NP fiir Nichtdeterministische Polynomielle
Zeit. Diese Klasse kann am einfachsten als die Menge derjenigen Probleme beschrieben wer-
den, deren Losung einfach, d.h. in polynomineller Zeit, verifiziert werden kann. Die Kom-
plexitét des Problems liegt in der Suche einer geeigneten Losung. Wir werden sehen, dass
etwa TSP € NP.

In der Folge definieren wir die Klassen P und NP formal:

Definition 4.5. Die Komplexitétsklasse P fasst alle Sprachen zusammen, deren Zugehorig-
keitstest in polynomieller Zeit durch eine deterministische Turingmaschine entschieden wer-
den kann, also
P = [ J DTIME(n") .
E>1

Beispiel 4.4. Es gilt MAZE € P.

Wir geben zwei unterschiedliche, aber dquivalente Definitionen der Klasse NP. Zunéchst
formalisieren wir die eingangs erwéhnte Intuition. Dies Definition erleichtert auch das Fest-

stellen, ob eine bestimmte Sprache in NP ist oder nicht.

Definition 4.6. Ein Verifikator einer Sprache L ist ein Algorithmus V', sodass
L = {x | es existiert ein String ¢, sodass V akzeptiert (z,c)} .

Ein polytime Verifikator ist ein Verifikator mit Laufzeit O(n*) (k beliebig), wobei n = £(z).
Das Wort ¢ wird auch als Zertifikat bezeichnet.

Die Klasse NP ist definiert als die Klasse der Sprachen L, die einen polytime Verifikator
haben.

Beispiel 4.5. Es gilt TSP € NP. Das ist am leichtesten dadurch einzusehen, indem die
optimale Tour als Zertifikat ¢ betrachtet wird. Gegeben eine Tour c ist es leicht moglich
mit Hilfe eines deterministischen Algorithmus nachzupriifen, dass diese Tour wirklich eine

Bewertung kleiner gleich B hat.

Analog kénnen wir NP definieren als die Klasse von Sprachen, deren Zugehorigkeitstest
in polynomieller Zeit durch eine nichtdeterministische Turingmaschine entschieden werden
kann. Solange wir noch nicht gezeigt haben, dass diese Definition dquivalent zur obigen ist,

verwenden wir eine andere Notation.
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Definition 4.7.
NP’ = | J NTIME(n") .
k>1

Beispiel 4.6. Es gilt TSP € NP’. Das ist am leichtesten dadurch einzusehen, dass mit einer
nichtdeterministischen Turingmaschine zuerst eine bestimmte Tour geraten werden kann,

die danach in polynomieller Zeit auf Einhaltung des Budgets hin getestet werden kann.

Satz 4.1. Es gilt NP = NP’, das heifst, die Klasse der Sprachen, die einen polytime Verifi-

kator haben, ist gleich der Klasse von Sprachen, die durch eine NTM entschieden werden.

Beweis. Sei L € NP’. Dann existiert eine nichtdeterministische TM, N, sodass L = L(N).

Wir definieren eine polytime Verifikator V' mit Eingabe (x,c), wobei z und ¢ Wérter sind.

1. Simuliere auf der Eingabe x die NTM N, wobei die Symbole in ¢ als Auswahlsequenz
verwendet werden, um die Nichtdeterminismuspunkte aufzulosen. (Vergleiche dazu

mit dem Beweis von Satz 3.6.)
2. Wenn N akzeptiert, akzeptiert V', ansonsten verwerfe.

Andererseits sei L € NP. Das heifit, es existiert ein polytime Verifikator V fiir L. Dann
konstruieren wir eine nichtdeterministische Maschine N aus V' mit Eingabe . Wir nehmen
an V lauft in Zeit n*.

1. Wihle (nichtdeterministisch) einen String ¢, der Linge n*.
2. Simuliere V auf (z,c).

3. Wenn V akzeptiert, dann akzeptiere, sonst verwerfe.

4.4 Many-One Reduktionen

Am Ende von Kapitel 3.4.2 haben wir den Begriff der Reduktion informell eingefiihrt. Nun
werden wir diesen Begriff, genauer den Begriff der polynomiellen many-one Reduktion, for-

mal einfiithren.

Definition 4.8. Eine Funktion f: ¥* — ¥* heiflt in polynomieller Zeit berechenbar, wenn
es eine deterministische totale, k-bdndige TM T mit Eingabealphabet ¥ gibt, sodass die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. T lauft in polynomieller Zeit, das heifit, es existiert ein k € N, sodass T eine O(nk)—

Zeit Turingmaschine ist.
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x R(x) >t

v
<

poly. Zeit

Abbildung 4.1: Polynomielle Reduktion: z € A <= R(z) € B

2. Bei Eingabe = € ¥*, schreibt T' f(x) auf das k-te Band.

Definition 4.9. Seien L, M Sprachen iiber dem Alphabet ¥. Wir sagen, dass L auf M in
polynomieller Zeit reduzierbar ist (L <}, M), wenn eine in polynomieller Zeit berechenbare

Funktion R: ¥* — ¥* existiert, sodass gilt:
r€L<= R(zx)e M.

Wir verwenden Reduktionen, wenn wir zeigen wollen, dass ein bestimmtes Problem A
nicht schwieriger zu losen ist als ein gegebenes Problem B. Sei etwa fiir das Problem B
schon ein Algoithmus bekannt, der B entscheidet. Wir nennen diesen Algorithmus H. Gelte
nun A <}, B, wobei wir die Reduktion R verwendet haben. Dann kénnen wir mit Hilfe von
R das Problem A entscheiden.

In Abbildung 4.1 wird der Zusammenhang anschaulich beschrieben, der Entscheidungs-
algorithmus fiir A wird mit T bezeichnet. Da es sich bei R um eine in polynomieller Zeit
berechenbare Reduktion handelt, wissen wir auch, dass das Laufzeitverhalten von H und T
sich nur um einen polynomialen Faktor unterscheidet.

Das folgende Lemma folgt unmittelbar aus der Definition.

Lemma 4.1. Seien A und B beliebige Probleme. Wenn A <}, B und B € P (B € NP),
dann A € P (A€ NP).

Definition 4.10. Sei C eine beliebige Komplexititsklasse (also etwa P oder NP), dann ist
eine Sprache A <},-hart fiir C, wenn fiir alle Sprachen B € C gilt: B <}, A. Eine Sprache A
heilt vollstindig fiir C in Bezug auf <b,, wenn gilt

1. A ist <b,-hart fiir C und
2. AeC.
Satz 4.2. Das Problem TSP ist vollstindig fiir NP in Bezug auf <b,.

Als einfache Konsequenz von Satz 4.2 sehen wir, dass es extrem unwahrscheinlich ist, dass
das Problem TSP in polynomieller (deterministischer) Zeit gelost werden kann. Denn wire
das der Fall, dann koénnte jedes Problem in der Komplexitéitsklasse NP in polynomieller

(deterministischer) Zeit gelost werden.
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4.5 Logarithmisch Platzbeschrdnkte Reduktionen

Bemerkung. Wenn Sie einen deterministischen Algorithmus fiir TSP finden, der in poly-

nomieller Zeit lauft, dann losen Sie ein 1 Millionen Dollar Problem!

Die Direktoren von CMI [Clay Mathematics Institute] haben 7 Millionen Dollar
Preisgeld fiir die sogenannten Millenium Probleme ausgeschrieben. Eines der
Millenium Probleme ist die Frage nach P = NP.

4.5 Logarithmisch Platzbeschrankte Reduktionen

In der vorangehenden Sektion haben wir Reduktionen betrachtet, die in polynomieller Zeit
berechnet werden kénnen. In manchen Situationen, etwa wenn wir Platzkomplexitétsklassen
betrachten, ist diese Definition zu grob. Deshalb definieren wir in dieser Sektion eine feinere

Reduktionsrelation.

Definition 4.11. Ein logarithmischer Umwandler T ist ein 9-Tupel
T = (Q’E’]‘_‘7A7'_7I—|’57S’t) b

sodass A eine endliche Menge von Ausgabesymbolen ist und @, X, I', F, U, 6, s, t wie bei
einer deterministischen und totale dreibédndigen Turingmaschine definiert ist.

Zusatzlich gilt, dass das erste Band nur gelesen werden, das dritte Band nur beschrieben
werden darf und am zweiten Band bei jeder Eingabe der Linge n maximal logn Zeichen

gelesen werden diirfen.

Schematisch kann ein logarithmischer Umwandler wie folgt dargestellt werden.

’|_‘b‘a‘a‘a‘b‘b‘a‘b‘u‘u‘u‘u‘u‘i--- Eingabeband
read-only

Flblalala]bufulb]ujufufu]u] g - Arbeitsband
O(log n) Platzbedarf

(o 4 o o b o ]BIO[O[O[O[0]3 -+ Ausgebeband

‘M write-only
Q

Definition 4.12. Eine Funktion f: ¥* — A™* heifit berechenbar mit logarithmischem Platz,

wenn ein logarithmischer Umwandler mit Eingabealphabet 3 und Ausgabealphabet A exis-

tiert, der bei Eingabe von x € ¥*, f(z) auf seinem Ausgabeband stehen hat, wenn er hilt.

Lemma 4.2. Sei T ein logarithmischer Umwandler, dann ist die Linge der Ausgabe von

T, bei allen Eingaben der Linge n, polynomiell in n beschrdnkt.
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Beweisskizze. Wenn die Linge des Eingabebandes durch n und die Lénge des Arbeitsban-
des durch logn beschrinkt, dann gibt es nur polynomiell viele Konfigurationen, also nur
polynomiell viele mogliche Schritte. Die genaue Ausarbeitung des Beweises iiberlassen wir

der Leserin. ]

Definition 4.13. Eine Sprache L C >* ist reduzierbar mit logarithmischem Platz auf eine
Sprache M C A*, wenn eine Funktion R: ¥* — A* existiert, die berechenbar mit logarith-
mischem Platz ist, sodass gilt

re€Ll << R(z)e M,

fiir alle Worter « (iiber ). Wir schreiben L <& M, wenn L auf M reduzierbar ist, mit

logarithmischem Platzbedarf.

Der néchste Satz zeigt, dass die Relation g}%g, die vorher definierte Relation <!, verfeinert.
Satz 4.3. Seien A und B beliebige Probleme.

1. Wenn A éf%g B, dann gilt auch A <b, B.

2. Wenn A<¥ B und Be P (BeNP), dann AcP (AeNP).

Beweis. Der erste Teil des Satzes folgt direkt aus Lemma 4.2. Der zweite Teil folgt aus dem

ersten Teil und Lemma 4.1. O

Fiir den Beweis des folgenden Lemmas verweisen wir auf [7, 6].
Lemma 4.3. Die Relationen <2, und <'% sind transitiv.

Nun geben wir eine alternative Definition 4.10 an, die auf die auf die Relation <£$Lg, statt

auf die Relation <}, bezogen ist.

Definition 4.14. Sei C eine beliebige Komplexitatsklasse dann ist eine Sprache A <£Zg -hart
fiir C, wenn fiir alle Sprachen B € C gilt: B gl,‘;g A. Eine Sprache A heifit vollstindig fiir C

in Bezug auf <l , wenn gilt
1. Aist g}%g—hart fir C und
2. AeC

Oft sagt man auch abkiirzend A ist C-vollstéindig, wenn die zugrundeliegende Art der Re-

duktionsrelation aus dem Kontext klar wird.

Die folgende Verstérkung von Satz 4.2 geben wir ohne Beweis an, siehe zum Beispiel [§]
oder [6].

Satz 4.4. Das Problem TSP ist NP-vollstindig, das heif§t vollstindig fiir NP in Bezug auf

lo
<.
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4.6 Speicherplatzkomplexitét

4.6 Speicherplatzkomplexitat

Analog zur Laufzeitkomplexitét fithren wir nun die Speicherplatzkomplexitit formal ein.

Definition 4.15. Sei M eine deterministische und totale TM. Der Speicherplatz oder die
Speicherplatzkomplexitit von M ist die Funktion S: N — N, wobei S(n) die maximale
Anzahl von Bandfeldern bezeichnet, die M auf allen Eingaben der Linge n liest, wobei aber
nur die Zeichen auf den Arbeitsbandern betrachtet werden. Wir sagen auch, dass S(n) der
Speicherplatz von M ist, oder dass M eine S(n)-Platz Turingmaschine ist.

Fiir eine nichtdeterministische, totale TM NN ist der Speicherverbrauch S(n) als die maxi-
male Anzahl von Arbeitsbandfeldern, die auf einem beliebigen Pfad des Berechnungsbaumes

gelesen wird, definiert.

Definition 4.16. Sei S: N — N eine numerische Funktion. Die deterministischen und

nichtdeterministischen Platzkomplexitéitsklassen sind wie folgt definiert:

DSPACE(S(n)) := {L(M) | M ist eine deterministische Mehrband-TM mit Speicher-
platz O(S(n)) }

NSPACE(S(n)) :={L(M) | M ist eine nichtdeterministische Mehrband-TM mit Spei-
cherplatz O(S(n)) }

Wir erweitern die Klasse von Komplexitétsklassen, die wir betrachten und definieren in

der Folge einige gingige Platzkomplexititsklassen.

Definition 4.17.

LOGSPACE := DSPACE(log ) NLOGSPACE := NSPACE(log )
PSPACE := |_J DSPACE(n") NPSPACE := | ] NSPACE(n")
k>1 k>1

Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz an; der Beweis kann etwa in [8] oder [6]

nachgelesen werden.
Satz 4.5.
1. Das Problem MAZE ist NLOGSPACE-vollstindig, das heifit vollstindig fiir NLOGSPACE
in Bezug auf log.
2. Das Problem GG ist PSPACE-vollstindig, das heifst vollstindig fiir PSPACE in Bezug
auf <.

AbschlieBend wollen wir noch einen Uberblick iiber die Zusammenhiinge der betrachteten

Komplexitétsklassen geben:

LOGSPACE C NLOGSPACE C P C NP C PSPACE = NPSPACE .
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4 Komplexitétstheorie

Wir sehen also unter anderem, dass die polynomielle Platzkomplexitétsklasse unter Nicht-
determinismus abgeschlossen ist (d.h. PSPACE = NPSPACE). Wie schon berichtet, ist die

selbe Frage fiir die polynomielle Zeitkomplexititsklasse P ein offenes Problem.
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