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/usammenfassung der letzten LV

Definition
als Halteproblem bezeichnen wir das Problem, ob ein beliebiges
Programm auf seiner Eingabe halt

Definition
Postsches Korrespondenzproblem: Gegeben zwei Listen von Strings der
gleichen Lange wi, wo, ..., w, und X1, Xo, ..., Xx,. Gesucht sind Indizes
,02,...,Im, sodass
Wi Wi, ... W = XjXj, ...Xj,
4
Satz

die folgenden Probleme sind unentscheidbar:
das Halteproblem

das Postsche Korrespondenzproblem

v
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Turingmaschinen

Definition
eine einbandige, deterministische Turingmaschine (DTM) M ist ein
9-Tupel M= (Q,%,I,F,,5,s,t,r)
sodass
@ eine endliche Menge von Zustanden,
> eine endliche Menge von Eingabesymbolen,
[ eine endliche Menge von Bandsymbolen, sodass > C T,
= €T\ X, der linke Endmarker,
Ll e\ X, das Blanksymbol,
B Qxl— QxTI x{L R} die Ubergangsfunktion,
s € @, der Startzustand,
B t € Q, der akzeptierende Zustand und

B r € Q, der verwerfende Zustand mit t # r.

v
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Beispiel

£
)
—

4(p, a)
(s,0,R)
(s,1,R)
(p,U, L)
(s,F,R)
(¢,1,L)
(p,0,L)
(t,H,R)

T = O T [ = ol M

T T T L Ll o»w| M
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Ubersicht

Endliche Automaten

Automaten, reguldre Sprachen und Grammatiken, (nicht)-deterministische
endliche Automaten, Teilmengenkonstruktion, e-NEAs, Umwandlung end-
licher Automaten in reguldare Ausdriicke, Pumpinglemma, Minimierung

4

Berechenbarkeitstheorie

Einfilhrung in die Berechenbarkeitstheorie, Turingmaschinen, Entschei-
dungsprobleme, Universelle Maschinen und Diagonalisierung

Komplexitatstheorie

Einfilhrung in die Komplexitatstheorie, die Klassen P und NP, logarith-
misch platzbeschriankte Reduktionen, Speicherplatzkomplexitat
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Konfiguration einer TM

Definition

eine Konfiguration einer TM M ist ein Tripel (p, x, n), sodass
p € Q Zustand,
x = ylU*® Bandinhalt yel”
n € N Position des Lese/Schreibkopfes

Definition
Startkonfiguration bei Eingabe x € .*:

(s, x>, 0)
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Step Function of TMs

Definition
Relation ﬁ ist wie folgt definiert:

{(q,Z’, n—1) wenn d(p,z,) = (q,b,L)

(.2, n)—
(q, Z',n+ 1) wenn 6(p,z,) = (q, b,R)

M

Z' ist String, den wir aus z erhalten, wenn z, durch b ersetzt

Definition
reflexive, transitive Hille 7:
sk
a—Q
M

+1 1 } : :
a——= 3, wenn ozﬁvyvﬂ fiir Konfiguration
M

*k n
g a—0, wenn d n a—
8o 0 gt

.
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Beispiel
peQ|acl | d(p,a)
s 0 1 (s:0.R) (s, F0010U%, 0) ==
1 | (s 1,R) "1”
s U | (p,u,L) (s,F0010L°°,5) e
s = | (s,HR) (p,F0010L%°, 4) s
P S 001111, 3 ’
t, LJo°,
p 1| (p,0,L) ( )
p = ] (t,FR)
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Definition
eine TM M

e akzeptiert x € X*, wenn d y, n:

(s, x>, 0) % (t,y,n)

verwirft x € ¥, wenn 3 y, n:

(s, x>, 0) % (r,y,n)

ist total, wenn M auf allen Eingaben hilt

halt bei Eingabe x, wenn x akzeptiert oder verworfen

halt nicht bei Eingabe x, wenn x weder akzeptiert, noch verworfen

Definition

die Sprache einer TM M is wie folgt definiert:
L(M) := {x € ¥* | M akzeptiert x}

GM (MIP) Diskrete Mathematik 133/157
Beispiel
betrachte M = ({s, t,r, o0, 91,9y, 91},{0,1}, {F,1,0,1},4,s, t,r) mit J:
peQ|acl| d(p,a) peQ|acrl | dp,a)
S 0 (q07|_7R) q6 0 (q7|—|7 L)
s 1 (g1,H,R) q5 1 (r,1,L)
s - (s,F,R) 95 - (r,F,R)
s L (t,U,L) q1 0 (r,1,L)
q0 0 (q07 0, R) qi 1 (qa L, L)
do 1 (q071?R) qi = (f,",R)
ado L (q(l)7|—|7|—) q 0 (q707 L)
q1 0 |(91,0,R) q 1 | (g,1,L)
a1 1 (qlalaR) q = (S)|_7R)
ai L (Q1>|—|7 L)

es gilt; L(M) = {ww” | w € {0,1}*}

v
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Definition
eine Sprache L (oder allgemeine eine Menge) heiBt
e rekursiv aufzdhlbar (r.e.), wenn 3 Turingmaschine M mit L = L(M)

e co-r.e. wenn L das Komplement einer r.e. Sprache
e rekursiv, wenn L = L(M) und M totale TM

Satz J

rekursive Mengen sind unter Komplementbildung abgeschlossen

Beweis.
angenommen L = L(M), wobei die TM M total

definiere M’ indem der akzeptierende und der verwerfende Zustand
von M vertauscht wird

offensichtlich ~L = L(M’) und M’ total
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Satz

jede rekursive Menge ist rekursiv aufzdhlbar, aber nicht jede rekursiv
aufzahlbare Menge ist rekursiv

Satz

wenn L und ~ L rekursiv aufzdhlbar sind, dann ist L rekursiv

Beweis.
1TM My, My mit A=L(M;p) und ~(A) = L(M)
definiere TM M’ sodass das Band zwei Hilften hat

bgabaaaabaaa.”
clclc|d|d|d|cleldlc|d]|c

My wird auf der oberen und M auf der unteren Halfte simuliert
wenn M; x akzeptiert, M’ akzeptiert x

wenn M, x akzeptiert, M’ verwirft x

v
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Erinnerung

eine Sprache L (oder allgemeine eine Menge) heiBt
e rekursiv, wenn L = L(M) und M totale TM

e rekursiv aufzdhlbar (r.e.), wenn 3 Turingmaschine M mit L = L(M)

o

Definition
Eigenschaft P heiB3t
e entscheidbar, wenn {x | P(x)} rekursiv

e semi-entscheidbar, wenn {x | P(x)} rekursiv aufzihlbar

Beispiele
o {wwf | w e {0,1}*} ist rekursiv, also ist Wortumkehr entscheidbar

e das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) ist unentscheidbar, also
ist die folgende Sprache nicht rekursiv:

{(Wl,Xl) cee (Wn,Xn) ’ Elil s im Wi Wiy oo . Wi = Xj; Xj, - . .X,'m}

v
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Aquivalente Formulierungen

Definition (informell)

Erweiterung um mehrere Bander und Lese/Schreibkopfe:

Flblalalalb|b|U[blU[UU[UU[S -

Flalb|blalblalU|Ujujujujulul¢---

Q Wmehrfacher Lese/Schreibkopf

Erweiterung der Definition
§: @xTI*— Qxr®x{LR} }
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Beispiel
betrachte die Sprache
L={a'b/"|ixj=kundij k>1}

Losung (informell)
bei Eingabe w

lies die Eingabe und stelle fest, ob w € L(a*b*c*)
wenn nicht: verwerfe

setze den Lesekopf des ersten Bandes auf den Bandanfang

markiere das erste unmarkierte a
markiere gleich viel b’s wie c's

|osche die Markierung der b's
wiederhole Bl solange wie moglich

wenn alle ¢ markiert sind, dann akzeptiere, sonst verwerfe
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Satz
YV DTM mit k Bandern 3 einbindige DTM M', sodass L(M) = L(M’)

Beweis.
Bander konnen nebeneinander oder libereinander simulieren
wir simulieren die Bander libereinander, oBdA sei kK = 2

wir erweitern das Alphabet von M’

a a

o | O

C C C

Band von M’ kann folgende Gestalt haben:

bBabaaaabaaa.“
clclcldldldlcleldlcld

alle Bander von M sind nun reprasentiert und die Lesekopfe werden

durch die Zusatzmarkierung ~ ausgedriickt

v
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Nichtdeterministische Turingmaschine

Definition
eine k-bandige, nichtdeterministische TM (NTM) N ist ein 9-Tupel
N=(Q,X,I' FL,d,s,t,r)
sodass
@ eine endliche Menge von Zustanden,
> eine endliche Menge von Eingabesymbolen,
[ eine endliche Menge von Bandsymbolen, sodass > C I,
e T\ X, der linke Endmarker,
Ll e\ X, das Blanksymbol,
@A QxTI"—P(QxT*x{L,R}) die Ubergangsfunktion,
s € , der Startzustand,
B t € Q, der akzeptierende Zustand und
B r € Q, der verwerfende Zustand mit t # r.

v
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Nichtdeterministischer Berechnungsbaum

eterministisch ygr@‘o
- é\g < \i
:
#8

t t

O+—0+—0+—0«—0+—0

Beobachtung

damit NTM N akzeptiert, geniigt ein Pfad, sodass \V in den akzeptierenden
Zustand gelangt
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Nichtdeterminismus vs. Determinisums

Satz
e V N einbandige NTM, 3 dreibindige DTM M, sodass L(M) = L(N)
o jede DTM ist auch eine NTM
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