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Zusammenfassung der letzten LV

Satz
reguldre Sprachen sind abgeschlossen
unter Vereinigung
unter Schnitt
unter Komplement
unter Mengendifferenz
unter Abschluss (unter Kleene-Stern)
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Kontraposition des Pumpinglemma

Satz
angenommen

YV n
3 ein String w € L mit {(w) > n und
Y Zerlegung von w in x, y und z mit W = Xyz

. v+
o {(xy) <n,

3 k mit x(y)kz¢L

dann ist L nicht regular
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Ubersicht

Endliche Automaten

Automaten, reguldre Sprachen und Grammatiken, (nicht)-deterministische
endliche Automaten, Teilmengenkonstruktion, e-NEAs, Umwandlung end-
licher Automaten in reguldare Ausdriicke, Pumpinglemma, Minimierung

v

Berechenbarkeitstheorie

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie, Turingmaschinen, Entschei-
dungsprobleme, Universelle Maschinen und Diagonalisierung,

Komplexitatstheorie

Einfiihrung in die Komplexitdtstheorie, die Klassen P und NP, logarith-
misch platzbeschrankte Reduktionen, Speicherplatzkomplexitat

v
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Anwendung des Pumpinglemmas

Beispiel
betrachte die Sprache L; die aus allen Strings von lern besteht, deren
Anzahl eine Primzahl ist
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Beispiel
betrachte die Sprache L; die aus allen Strings von lern besteht, deren
Anzahl eine Primzahl ist

wir zeigen die Annahmen der Kontraposition des Pumpinglemmas:

sei n beliebig
wir wahlen Primzahl p, sodass

p=2n+22>=n

und setzen w = 1P
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sei n beliebig
wir wahlen Primzahl p, sodass

p=2n+22>=n
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Beispiel
betrachte die Sprache L; die aus allen Strings von lern besteht, deren
Anzahl eine Primzahl ist

wir zeigen die Annahmen der Kontraposition des Pumpinglemmas:
sei n beliebig
wir wahlen Primzahl p, sodass

p=2n+22>=n

und setzen w = 1P; dann gilt {(w) > nund w € [;
zerlege w in beliebige x,y und z mit

e y # e und
o U(xy)<n

sei {(y) = m; also {(xz) = p— m; setze k = (p — m), wir behaupten:
x(y)PMz ¢ Ly

GM (MIP) Diskrete Mathematik 91/157



Behauptung

x(y)P~mz ¢ Ly

Diskrete Mathematik



Behauptung

x(y)P~mz ¢ Ly

Beweis.
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Behauptung

x(y)P~mz ¢ Ly

Beweis.
e es gilt:
£(x2) €(y)%)
(p—m)
£(x(y) z)=(p—m)+m-(p—m)=(p—m)-(m+1)
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Behauptung

x(y)P~Mz ¢ Ly

Beweis.
e es gilt:

£(xz) ()
—N— ——
()P ™Mz) =(p—m)+m-(p—m)=(p—m)-(m+1)

e wir sind fertig, wenn: (p —m) # lund (m+1) #1
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Behauptung

x(y)P~Mz ¢ Ly

Beweis.
e es gilt:
() €9
(p—m)
x(y)P~™z)=(p—m)+m-(p—m)=(p—m) (m+1)
e wir sind fertig, wenn: (p —m) #1und (m+1) #1
o aber(m+1)# 1, dam={(y)und y #e¢
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Anwendung des Pumpinglemmas

Behauptung
x(y)P=mz ¢ Ly

Beweis.
e es gilt:

£(xz) ()
—N— ——
()P ™Mz) =(p—m)+m-(p—m)=(p—m)-(m+1)

e wir sind fertig, wenn: (p —m) #1und (m+1) #1
o aber(m+1)# 1, dam={(y)und y #e¢
e und (p—m)#1, da

m=1{0y)<lxy)<n<n+2<p
also

(p—m)=n+2—m
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Anwendung des Pumpinglemmas

Behauptung
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Beweis.
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Behauptung
x(y)P=mz ¢ Ly

Beweis.
e es gilt:

() (2
(p—m)
Ux(y)P"™z)=(p—m)+m-(p—m)=(p—m)-(m+1)
e wir sind fertig, wenn: (p —m) # lund (m+1) #1

o aber(m+1)# 1, dam={(y)und y #e¢
e und (p—m)#1, da

m=1{Uy)<lxy)<n<n+2<p
also

(p—m)=Zn+2—m>=2n+2—-n=2
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Pumpinglemma als Spiel

Beobachtung

Kontrapostion des Pumpinglemma kdnnen wir als 2-Personen-Spiel formu-
lieren; Spielerin 1 gewinnt, wenn die gewadhlte Sprache L nicht regular
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Pumpinglemma als Spiel

Beobachtung

Kontrapostion des Pumpinglemma kdnnen wir als 2-Personen-Spiel formu-
lieren; Spielerin 1 gewinnt, wenn die gewadhlte Sprache L nicht regular

Definition
Spieler 2 wahlt ein beliebiges n

Spielerin 1 wahlt ein Wort w € L, ¢(w) > n
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Pumpinglemma als Spiel

Beobachtung

Kontrapostion des Pumpinglemma kdnnen wir als 2-Personen-Spiel formu-
lieren; Spielerin 1 gewinnt, wenn die gewadhlte Sprache L nicht regular

Definition
Spieler 2 wahlt ein beliebiges n
Spielerin 1 wahlt ein Wort w € L, ¢(w) > n

Spieler 2 zerlegt w in 3 Teile x,y,z, sodass {(xy) < n, y # €
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Spielerin 1 wahlt ein Wort w € L, ¢(w) > n
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Pumpinglemma als Spiel

Beobachtung

Kontrapostion des Pumpinglemma kdnnen wir als 2-Personen-Spiel formu-
lieren; Spielerin 1 gewinnt, wenn die gewadhlte Sprache L nicht regular

Definition
Spieler 2 wahlt ein beliebiges n
Spielerin 1 wahlt ein Wort w € L, ¢(w) > n
Spieler 2 zerlegt w in 3 Teile x,y,z, sodass {(xy) < n, y # €

Spielerin 1 gewinnt, wenn sie ein k wiahlen kann, sodass x(y)*z¢ZL

Satz

die gewdhlte Sprache L ist genau dann nicht regular, wenn die Spielerin 1
bei allen giiltigen Spielziigen gewinnt
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Anwendung des Pumpinglemmas

Beispiel
die Sprache L, der balanzierten Klammern ist nicht regular:

Lo = {("™)"|m = 0} = {e, (), (0)), ((0)), ((()))), - -- }
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Beispiel
die Sprache L, der balanzierten Klammern ist nicht regular:
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es spielen Zenzi (Spielerin 1) und Sepp (Spieler 2)
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Beispiel
die Sprache L, der balanzierten Klammern ist nicht regular:

L ={("™)"|m = 0} = {¢, (), (0)), (())), ((()))), - - }

es spielen Zenzi (Spielerin 1) und Sepp (Spieler 2)
Sepp wahlt als Zahl n
Zenzi wihlt daraufhin das Wort w = (")", welches in L5 ist
Sepp zerlegt w beliebig in x, y und z
Er muss darauf achten, dass ¢(xy) < nund y # ¢

Zenzi kennt die Zerlegung nicht, trotzdem kann sie aus den .
Bedingungen und der Kenntnis von w darauf schlieBen, dass xy = (‘
fur i < n; sie wahlt fir k=0
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Beispiel
die Sprache L, der balanzierten Klammern ist nicht regular:

L ={("™)"|m = 0} = {¢, (), (0)), (())), ((()))), - - }

es spielen Zenzi (Spielerin 1) und Sepp (Spieler 2)
Sepp wahlt als Zahl n
Zenzi wihlt daraufhin das Wort w = (")", welches in L5 ist
Sepp zerlegt w beliebig in x, y und z
Er muss darauf achten, dass ¢(xy) < nund y # ¢

Zenzi kennt die Zerlegung nicht, trotzdem kann sie aus den .
Bedingungen und der Kenntnis von w darauf schlieBen, dass xy = (‘
fur i < n; sie wahlt fir k=0

Zenzi gewinnt: in xz fehlt mindestens eine 6ffnende Klammer (, obwohl

xz noch dieselbe Anzahl an schlieBenden Klammern hat
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Anwendung von Abgeschlossenheit
Beispiel

die Sprache L3 der Worter (iiber {0,1}), die genauso viele Oen wie ler
enthalten, ist nicht regular
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Anwendung von Abgeschlossenheit

Beispiel
die Sprache L3 der Worter (iiber {0,1}), die genauso viele Oen wie ler
enthalten, ist nicht regular

Beispiel
sei L4 die Sprache iiber {0,1}, deren Worte eine ungleiche Anzahl von
Oen und len enthalten )
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Anwendung von Abgeschlossenheit

Beispiel
die Sprache L3 der Worter (iiber {0,1}), die genauso viele Oen wie ler
enthalten, ist nicht regular

Beispiel
sei L4 die Sprache iiber {0,1}, deren Worte eine ungleiche Anzahl von
Oen und len enthalten )

Frage
Wie zeigt man, dass L4 nicht regular ist?
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Anwendung von Abgeschlossenheit

Beispiel
die Sprache L3 der Worter (iiber {0,1}), die genauso viele Oen wie ler
enthalten, ist nicht regular

Beispiel
sei L4 die Sprache iiber {0,1}, deren Worte eine ungleiche Anzahl von
Oen und len enthalten )

Frage
Wie zeigt man, dass L4 nicht regular ist?

Kontraposition des Pumpinglemmas ist nicht immer die richtige Methode
um die Nichtregularitdt zu zeigen
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Anwendung von Abgeschlossenheit

Problem
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Anwendung von Abgeschlossenheit

Problem
sei n beliebig
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Problem
sei n beliebig
wahle w € Ly, sodass {(w) > n
V X, ¥y, Z mit w = xyz mit

o yFe
o /xy)<n

finde k; sodass x(y)kz ¢ Ly

Kontraposition des Pumpinglemmas scheitert, wenn die Anzahl von Oen
und len in y gleich
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Problem
sei n beliebig
wahle w € Ly, sodass {(w) > n
V X, ¥y, Z mit w = xyz mit

o yFe
o /xy)<n

finde k; sodass x(y)kz ¢ Ly

Kontraposition des Pumpinglemmas scheitert, wenn die Anzahl von Oen
und len in y gleich

Losung
Abschlusseigenschaften nutzen:
Ly =~1L3

da L3 nicht regular, kann L4 nicht regular sein
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