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1 Einleitung

Das P # NP Problem (auch P versus NP Problem genannt) ist das neueste der sie-
ben Millennium-Probleme, die vom Clay Mathematics Institute im Jahr 2000 als Liste
von wichtigen ungelésten Problemen der Mathematik festgelegt wurde. Fiir die Lésung
jedes dieser Probleme ist ein Preisgeld von einer Million US-Dollar ausgeschrieben wor-
den. Es lohnt sich also durchaus, sich etwas n&her mit diesem Problem zu beschéftigen,
auch wenn es fiir einen Nichtmathematiker schwer sein diirfte, einen Beweis fiir P = NP
oder P # NP zu finden. Zuerst werden die notwendigen Definitionen der verschiede-
nen Komplexititsklassen angegeben und das Problem kurz erldutert. Darauffolgend wird
der Umgang mit der Komplexitdt von NP Problemen und bisher verwendeten Beweis-
ansétzen erldutert. Abschliekend wird die Bedeutung des Problems fiir die Menschheit
aufgezeigt.



2 Definitionen

Die Komplexitatsklasse P ist die Klasse aller Probleme, fiir die es einen Algorithmus
gibt, der das Problem in polynomieller worst case Laufzeit 16st. Hierbei ist polynomiell
in Bezug auf die Lange der Eingabe gemeint. Diese Probleme sind immer auch auf einer
deterministischen Turingmaschine (DTM) in polynomieller Zeit 16sbar. Polynomialzeit-
algorithmen werden oft auch als ,effiziente Algorithmen® bezeichnet. Demnach ist P auch
die Klasse aller Probleme, die effizient geltst werden koénnen.

Die Komplexitiatsklasse NP ist die Klasse aller Probleme, die von einer nichtdeter-
ministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit gelost werden kénnen. Dazu ist es
notwendig, dass eine mogliche Losung von einer deterministischen Turingmaschine in po-
lynomieller Zeit verifiziert werden kann. N P steht fiir ,nichtdeterministisch polynomielle
Zeit“. Man sagt auch, NP ist die Klasse aller Probleme, die effizient verifiziert werden
kénnen.

Nun gibt es noch die Komplexitétsklasse der N P-vollstdndigen Probleme (NPC).
Eingefiihrt wurde diese Klasse 1971 von Cook, der zeigte, dass das SAT Problem! ein
Maximum seiner Klasse ist. Will man nun zeigen, dass ein Problem M in der Klasse N PC
liegt, reicht es zu zeigen, dass es in der Klasse N P liegt und eine polynomielle Reduktion
des SAT Problems auf M zu konstruieren.

Es ist recht einfach zu zeigen, dass P C NP. Die Frage ist nun, ob P = NP oder
P C NP, was so viel heifit wie P £ NP. Ware P = NP, wiirde das laut den obigen De-
finitionen heiffen, dass jedes Problem, welches sich effizient verifizieren lasst, auch effizient
gelost werden kann. Noch vor der Definition der Klasse NP tauchte 1956 eine dhnliche
Frage in Godels Brief an von Neumann auf. Definiert wurde das Problem allerdings erst
1971 von Cook und Levin (unabhéngig). Bis jetzt wurde weder die eine noch die andere
mogliche Losung bewiesen, obwohl es zahlreiche Beweisansitze und -versuche gab.

3 Behandlung von NP Problemen

Deshalb muss man sich fiir Probleme, die in der Klasse NP liegen andere Methoden
einfallen lagsen, um trotzdem zu einer Losung zu kommen. Ist die Grofse der Eingabe
klein genug, gibt es keine grofsen Schwierigkeiten, eine optimale Losung des Problems in
annehmbarer Zeit zu finden. Da reicht sogar manchmal noch die ,Brute Force Methode,
die alle Moglichkeiten durchprobiert. Die Schwierigkeiten wachsen aber mit zunehmender
Eingabegrofie und sie wachsen so schnell, dass auch zukiinftige Generationen nicht auf
einen Supercomputer hoffen konnen, der ihnen eine Losung fiir eine etwas grofere Einga-
begrofe mit der ,Brute Force® Methode liefert. Deshalb muss man Algorithmen suchen,
die eine Losung nahe der optimalen liefern. Genauso arbeitet auch ein GPS-System, das
versucht, den kiirzesten oder schnellsten Weg von A nach B zu finden. Wiirde es solche
Algorithmen nicht geben, miissten wir uns heute immer noch auf der Landkarte unseren

!Beim SAT Problem muss herausgefunden werden, ob es eine Variablenbelegung fiir eine gegebene
aussagenlogische Formel gibt, die die Formel wahr werden lésst.



Weg selbst iiberlegen. Das Traveling Salesman Problem ist NP vollstindig.? Arora [1]
konnte aber effiziente Algorithmen fiir dieses und eine Menge weiterer NP Probleme
finden, die jeweils eine sehr gute Niherung der optimalen Lésung liefern.

4 Beweisansatze

Uber die letzten Jahrzehnte wurden die unterschiedlichsten Herangehensweisen an den
Beweis von P # NP gewihlt. Leider wurde fiir die meisten bisher verwendeten Beweis-
techniken gezeigt, dass sie allein nicht ausreichen, eine Lésung des Problems zu beweisen.
Baker, Gill und Solovay [2] zeigten, dass relativierende Beweistechniken, wie z.B. die Dia-
gonalisierung® nicht fiir einen solchen Beweis geeignet sind.

Um zu zeigen, dass P # N P, wiirde es auch geniigen zu zeigen, dass es N P vollstindige
Probleme gibt, die nicht von relativ kleinen Schaltkreisen bestehend aus AND, OR
und NOT Gattern gelost werden kénnen. Mit ,relativ klein® ist hier gemeint, dass die
Anzahl der Gatter polynomiell von der Linge der Eingabe abhiingen muss. Razborov?
zeigte 1985, dass das Cliquenproblem, welches NP vollstindig ist, solch einen kleinen
Schaltkreis nicht hat, wenn man nur AND und OR Gatter verwendet. Das Problem an
dem durchaus vielversprechenden Ansatz ist, dass der Beweis scheitert, sobald man auch
NOT Gatter zuldsst, die aber fiir einen Beweis (wie oben beschrieben) notwendig wéren.
Razborov selbst hat den Beweis dazu geliefert.[6]

Mulmuley und Sohoni [5] wéhlten den Weg der geometrischen Komplexititstheorie.
Dafiir haben sie eine Familie hoch-dimensionaler Polygone P, definiert. Wenn man nun
zeigen kann, dass P, fiir alle n einen Integralpunkt besitzt, wiirde das P # N P implizie-
ren. Da der direkte Beweis dafiir sehr schwierig ist, haben Mulmuley und Sohoni einen
Beweisansatz entwickelt, der drei Schritte beinhaltet. Sie haben dabei die Frage nach
der Existenz eines Polynomialzeit-Algorithmus fiir alle VP vollstindigen Probleme auf
die Frage nach der Existenz eines Polynomialzeit-Algorithmus (mit bestimmten Eigen-
schaften) fiir ein spezielles Problem reduziert. Trotz dieses vielversprechenden Ansatzes
glaubt Mulmuley, dass es durchaus 100 Jahre dauern konnte, einen solchen Beweis zu
liefern, falls es tiberhaupt funktioniert.

Der aktuellste, erstzunehmende Versuch eines Beweises stammt von dem HP Labs
Mitarbeiter Vinay Deolalikar, der 2010 eine erste vorldufige 100-seitige Version seines
Beweises veroffentlichte, um ihn von anderen Wissenschaftlern bewerten und korrigieren
zu lassen. Die verbesserte Version wird er bald auf seine Website stellen.® Es konnte
trotzdem noch ein paar Jahre dauern, bis der Beweis angenommen oder abgelehnt wird.
Dennoch haben schon einige Journalisten geschrieben, dass das P versus NP Problem
moglicherweise geldst sei. Zumindest wurde bisher noch kein Fehler in der Beweisfiihrung
gefunden.

Bei diesem Problem muss eine Reihenfolge fiir den Besuch einer Menge von Orten so gewihlt werden,
dass die gesamte Reisestrecke nach der Riickkehr zum Ausgangsort moglichst kurz ist.

3Mit Hilfe der Diagonalisierung lisst sich z.B. beweisen, dass die reellen Zahlen iiberabzihlbar sind.

“Razborov, Alexander A.: URL: http://wuw.springerlink.com/content/k0074362858167p8/
fulltext.pdf. Stand: 01.06.2012.

Deolalikar, Vinay: URL: http://www.hpl.hp.com/personal/Vinay_Deolalikar. Stand: 30.05.2012.
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5 Auswirkungen einer Losung des Problems

Die meisten theoretischen Informatiker gehen davon aus, dass P # N P. Das liegt haupt-
sdchlich daran, dass es die ndherliegende Variante ist und selbst nach jahrzehntelanger
Suche niemand auch nur fiir eines der vielen Probleme in NP einen Polynomialzeit-
Algorithmus finden konnte. Es ist fast unvorstellbar, was sich alles dndern wiirde, wenn
sich herausstellen sollte, dass P = N P gilt. Auch in der Kryptographie wurde davon aus-
gegangen, dass P # NP bzw. dass die Faktorisierung extrem vieler, grofser Werte nicht
in polynomieller Zeit mdglich ist. Das nutzen viele Methoden der Kryptographie. Diese
Art der Verschliisselung wire mit P = NP allerdings nicht mehr sicher und das kénn-
te sowohl finanziell als auch militarisch katastrophale Konsequenzen haben. Allerdings
wéren die meisten Folgen positiver Natur. Es gibe dann effiziente Algorithmen fiir alle
Probleme aus N P. Dadurch kénnte man sowohl Menschen als auch Waren einfacher und
schneller transportieren. Die Produktion von Unternehmen wire optimal an die Nachfra-
ge angepasst. Fiir jedes Theorem, das einen Beweis annehmbarer Lange hat, kénnte ein
solcher Beweis effizient gefunden werden.[4]| Falls jemand P = N P beweisen kann, wiirde
er nicht nur eine Million Dollar, sondern gleich sechs vom Clay Institute erhalten.|3]

6 Schlussfolgerung

Diese Arbeit hat das P # NP Problem, seine Bedeutung und die Versuche P # NP zu
beweisen, erldutert. Die Komplexitit der Beweise macht eine kurze Darstellung schwierig.
Dennoch hat das P # NP Problem nicht nur fiir die Mathematik, sondern auch fiir die
Allgemeinheit eine grofe Bedeutung. Eine seridse Prognose, wann das Problem geldst
werden wird, kann nicht abgegeben werden.
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