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Vorwort

Die Inhalte der Lehrveranstaltung ,,Diskrete Mathematik® sind

— Beweismethoden

— Relationen und Ordnungen

— Wachstum von Funktionen

— Graphentheorie

— Elementare Wahrscheinlichkeits-, Zahl- und Zahlentheorie

— Regulére Sprachen (Endliche Automaten, Regulidre Ausdriicke)
— Berechenbarkeit (Turing-Maschinen)

— Grundbegriffe der Komplexitétstheorie

Die Ziele dieser Lehrveranstaltung sind

— der Aufbau eines Grundwissens liber formale Techniken sowie

— die Vermittlung eines methodischen Vorgehens beim Lésen von Problemen.

Die Umsetzung dieser Techniken in der Softwareentwicklung wird etwa in der Schwester-
lehrveranstaltung ,, Algorithmen und Datenstrukturen vertieft werden.

Das vorliegende Skriptum soll den Horerinnen und Horern der Vorlesung das Mitschreiben
erleichtern und Zeit zum Mitdenken schaffen. In der Vorlesung werden die Definitionen mo-
tiviert, die wesentlichen Ergebnisse ausfiihrlich erlautert und Rechenverfahren in konkreten
Beispielen vorgefiihrt. Daher ist dieses Skriptum als Grundlage, aber nicht als Ersatz fiir
eine Vorlesungsmitschrift zu verstehen.

Dieses Skriptum wurde basierend auf , Diskrete Mathematik, 4. Auflage, 2014“ von Harald
Zankl neu iiberarbeitet. Ich méchte mich bei den Herrn Zankl fiir die Bereitstellung der KTEX
Quellen herzlich bedanken.

Um die Lesbarkeit zu erleichtern, wird in der direkten Anrede des Lesers, der Leserin
prinzipiell die weibliche Form gewéhlt.
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1

Beweismethoden

1.1 Motivation

1.1.1 Wozu exakte Definitionen?

Alle Begriffe der diskreten Mathematik werden aus den Begriffen ,,Menge* und ,,Abbildung*
abgeleitet, z.B.

Nummerierung, Ordnung, Graph, Wort .
Dem Nachteil des Aufwandes fiir die exakte Definition stehen folgende Vorteile gegeniiber:
— Reduktion auf das Wesentliche (abstrakte Représentation)
— Gleichheit mit ja oder nein entscheidbar

— Programmierung naheliegend

o
A

baba

DOTLVT

1.1.2 Wozu Beweise?

— Mit einem ausformulierten Beweis kann man sich selbst oder Kollegen iiberzeugen, dass
richtig {iberlegt wurde. Oft stellt sich erst im Beweis an Hand der Argumentationskette
heraus, dass gewisse Voraussetzungen fehlen oder iiberfliissig sind.

— Durch das Studium von Beweisen trainieren Sie das logische Denken und werden be-
fahigt, eigene Ideen korrekt zu formulieren und durch einen Beweis zu verifizieren.



1 Beweismethoden

— Beweise fiihren oft zu programmierbaren Verfahren, weil die einzelnen Schritte im
Beweis so klein sind, dass sie leicht in eine Programmiersprache iibertragen werden

konnen.

— In sicherheitskritischen Anwendungen (Auto, Flugzeug, Medizin) kann fehlerbehaftete
Software Menschen gefdhrden. Es ist unabdingbar, bestimmte Eigenschaften von Pro-
grammen zu beweisen.

1.2 Beweisformen

1.2.1 Deduktive Beweise

Ein deduktiver Beweis besteht aus einer Folge von Aussagen, die von einer Hypothese zu einer
Konklusion fithren. Jeder Beweisschritt muss sich nach einer akzeptierten logischen Regel
aus den gegebenen Fakten oder aus vorangegangenen Aussagen ergeben. Der Aussage, dass
die Folge der Beweisschritte von einer Hypothese H zu einer Konklusion K fiihrt, entspricht

der Satz:
Wenn H, dann K.

,, Wenn-dann “-Sétze kénnen auch in anderer Form auftreten.

Wenn H gilt, folgt daraus K.
— H nur dann, wenn K.

- K, wenn H.

— H impliziert K.

- H—- K.

Die Wahrheitstafel betrachtet alle moglichen Situationen in denen H und K jeweils wahr
(w) bzw. falsch (f) sind. Der Wahrheitswert der Aussage H — K ist dann wie folgt:

H K|\H—-K|HANK|HVK|-H
woow w w w f
wf f / w /
f w w f w w
[ f w / / w

Somit ist ein ,,Wenn-dann“-Satz immer wahr, wenn die Hypothese H falsch ist. Um zu
zeigen, dass H — K wahr ist, kann man sich somit darauf beschrdnken aus der Wahrheit
von H die Wahrheit von K zu zeigen. Der Vollstandigkeit halber seien hier noch die anderen
Verkniipfungen wie das ,logische und (A)“, das ,logische oder (V)* bzw. das ,logische nicht
(=) angefiihrt. Hierbei bezeichnet das logische oder immer das einschlieffende-oder (im
Vergleich zum ausschliefenden entweder-oder).

Beispiel 1.1. Sei n eine natiirliche Zahl. Die Aussage

1 ist ein Vielfaches von 9, dann ist n ein Vielfaches von 3“



1.2 Beweisformen

ist wahr (und somit ein Satz). Um den Satz zu zeigen nehmen wir an, dass n ein Vielfaches
von 9 ist. Somit gibt es eine natiirliche Zahl m mit n = 9-m und weiters n = 3+ (3-m), also
ist n auch ein Vielfaches von 3.

Gelegentlich finden wir Aussagen der Form
F genau dann, wenn G.
Alternative Formulierungen sind etwa:
— F dann und nur dann, wenn G.
— F ist aquivalent zu G.
- FeG.

,Genau dann, wenn“-~-Aussagen kénnen bewiesen werden, indem man zwei Behauptungen
zeigt:

- ,Wenn F, dann G.“
- ,Wenn G, dann F.“
Beispiel 1.2. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann gilt:
n ist gerade < n + 1 ist ungerade
Um obige Aquivalenz zu zeigen, muss man die folgenden zwei Sitze beweisen:
— Wenn n gerade, dann ist n 4+ 1 ungerade.
— Wenn n + 1 ungerade, dann ist n gerade.

Wir iiberlassen die Details der Leserin.

1.2.2 Beweise von Mengeninklusionen

Seien A und B Mengen. Um die Teilmengeneigenschaft (Inklusion)
ACB
zu zeigen, geniigt es nach der Definition, die folgende ,, Wenn-dann “-Aussage zu beweisen:

Wenn x € A, dann =z € B.

Die Gleichheit von Mengen A und B kann bewiesen werden, indem man zwei Behauptungen
zeigt:

— Wenn z € A, dann x € B.

— Wenn z € B, dann = € A.
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1.2.3 Kontraposition

Die Aussage
»Wenn H, dann K.“
und ihre Kontraposition
»Wenn (nicht K), dann (nicht H).“

sind #quivalent, d.h. aus dem einen Satz folgt der andere und umgekehrt. Diese Aquivalenz
sieht man, indem man die Wahrheitstafel aus Kapitel 1.2.1 entsprechend erweitert (hier
bezeichnet = A die Negation einer Aussage A).

H K|\H—-K|-K -H|-K-—-H
w o w w f f w
w f f w o f f
[ w w f w w
f f w w w w

Statt zu zeigen, dass die Aussage H die Aussage K impliziert, ist es manchmal leichter zu
beweisen, dass die Negation von K die Negation von H impliziert.

Beispiel 1.3. Die Kontraposition der Aussage
,,es regnet, also ist die Strafse ist nass®
ist

,die Strafe ist trocken, also es regnet nicht*

1.2.4 Widerspruchsbeweise (indirekte Beweise)

Um zu zeigen, dass eine Aussage A gilt, nehmen Widerspruchsbeweise an, dass die Negation
von A gilt. Kann aus der Annahme (dass die Negation von A gilt, also, dass A falsch ist) ein
Widerspruch abgeleitet werden, so muss die Annahme selbst falsch sein und somit A gelten.
Ein Widerspruchsbeweis folgt dem Schema (wobei L eine Aussage bezeichnet die immer
falsch ist):
(FA—>1)—= A
Beispiel 1.4. Die Aussage
»Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen.“

ist wahr (und somit ein Satz). Um dies zu zeigen, nehmen wir die Negation des Satzes an,
also

,,Es gibt nur endlich viele natiirliche Zahlen.”

Wenn es aber nur endlich viele natiirliche Zahlen gibt, wihlen wir die grofste davon und
nennen sie n. Dann ist n+ 1 aber auch eine natiirliche Zahl und grofier als n. Dies fithrt zum
Widerspruch und somit muss unsere Annahme (dass es nur endlich viele natiirliche Zahlen
gibt) falsch sein. Also gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen.

Widerspruchsbeweise kénnen auch benutzt werden, um zu zeigen, dass eine Aussage H
eine Aussage K impliziert. Dann ergibt sich das Schema:

(H— (-K — 1)) = (H— K)



1.2 Beweisformen

1.2.5 Induktive Beweise

Aus der Lehrveranstaltung ,,Lineare Algebra 1° ist das Prinzip der vollstindigen Induktion
bekannt. Wir widmen uns dieser und weiterer Arten der Induktion in Kapitel 3.

1.2.6 Widerlegung durch ein Gegenbeispiel

Wenn Sétze allgemeine Aussagen behandeln, geniigt es, die Aussage fiir bestimmte Werte zu
widerlegen, um den Satz zu widerlegen. In dieser Situation haben wir dann ein Gegenbeispiel
gefunden. Gegenbeispiele kdnnen auch verwendet werden, um allgemein gefasste Aussagen
so weit einzuschréanken, dass sie dann als Satz gezeigt werden konnen.

Beispiel 1.5. Die Aussage
,Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: n? > 2n.“

ist falsch (und somit kein Satz). Fiir den Fall n = 1 ist die Gleichung nicht erfiillt, was leicht
nachgerechnet werden kann: 12 = 1 % 2 = 2 - 1. Schlieft man den Fall n = 1 aus, so erhélt
man den allgemein giiltigen Satz

,Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt: n? > 2n.“

welcher in Aufgabe 3.1 bewiesen wird.
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1.3 Aufgaben

Aufgabe 1.1. Untersuchen Sie den Wahrheitswert der folgenden Aussagen:
1. es regnet — die Strafse ist nass
2. die Strafe ist nass — es regnet
3. die Erde umrundet die Sonne — die Sonne umrundet die Erde
4. die Sonne umrundet die Erde — die Erde umrundet die Sonne
5. die Sonne umrundet die Erde — die Sonne umrundet die Erde

Aufgabe 1.2. Seien A, B und C Aussagen. Untersuchen Sie den Wahrheitswert der folgen-
den Aussage:
(A=-B)AN(B—=C))—(A—=C)

Aufgabe 1.3. Seien A, B und C Aussagen. Sind die Aussagen
(A—-B)—-C und A— (B—C)
dquivalent?

Aufgabe 1.4. Betrachten Sie die Aussagen AV B und A — B. Sind die beiden Aussagen
dquivalent?

Aufgabe 1.5. Seien A, B und C Mengen. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden
Aquivalenzen:

1. (AUB)NC=(ANnC)u(BNC)
2. (ANB)UC=(ANnCHU(BNCQC)
Aufgabe 1.6. Sei f: M — N eine Abbildung und seien A und B Teilmengen von M.

1. Beweisen oder widerlegen Sie:

f(AUB) = f(A) U f(B).
2. Widerlegen Sie die allgemeine Giiltigkeit von:

f(ANB) = f(A)N f(B).
3. Beweisen Sie:

Wenn f injektiv ist, dann gilt f(ANB) = f(A) N f(B).

Aufgabe 1.7. Seien A, H und K Aussagen. Zeigen oder widerlegen Sie folgende Aussagen
betreffend den indirekten Beweis (siche Sektion 1.2.4):
1. (-A = 1) = Aist dquivalent zu A.

2. (H= (K = 1)) ist dquivalent zu H — K.
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Relationen und Ordnungen

Relationen werden verwendet um Beziehungen zwischen Objekten zu beschreiben.

Definition 2.1 (Relation). Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R von M x M heilt eine
Relation auf M. Eine Relation R auf M heifst

— reflexiv, wenn fiir alle x € M (x,z) € R gilt,

— arreflexiv, wenn fir kein z € M (z,z) € R gilt,

symmetrisch, wenn fiir alle z,y € M aus (x,y) € R auch (y,z) € R folgt,

— antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € M aus (z,y) € R und (y,z) € R folgt, dass
T =y ist,

— transitiv, wenn fir alle x,y,z € M aus (z,y) € R und (y,2z) € R folgt, dass auch
(x,2) € R ist.

Beispiel 2.1. Sei M die Menge aller Menschen. Die Geschwister-relation
R := {(m,n) | m ist ein Geschwister von n} C M x M

ist irreflexiv und symmetrisch, aber nicht transitiv. Sie ist nicht reflexiv und auch nicht
antisymmetrisch.

Beispiel 2.2. Sei M die Menge aller Menschen. Die Nachkommens-relation
R := {(m,n) | m ist ein Nachkomme von n} C M x M

ist irreflexiv, antisymmetrisch (da die Pramisse niemals erfiillt ist) und transitiv (wenn man
Nachkomme nicht als direkten Nachkomme auffasst). Sie ist aber weder reflexiv noch sym-
metrisch.

Beispiel 2.3. Sei

R :={(z,y) | = ist gerade genau dann, wenn y gerade ist} C N x N .



2 Relationen und Ordnungen

Dann ist

reflexiv, symmetrisch und transitiv. Die Relation R ist aber weder irreflexiv, noch antisym-
metrisch.

Beispiel 2.4. Die natirliche Ordnung auf 7Z

<z:={(z,y) |y —z € N}

ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv. Sie ist weder irreflexiv noch symmetrisch.

2.1 Aquivalenzrelationen

Aquivalenzrelationen werden verwendet, um &hnliche Objekte in Klassen zusammenzufassen
und damit Datenmengen zu reduzieren.

Definition 2.2 (Aquivalenzrelation). Eine Aquivalenzrelation auf M ist eine reflexive, sym-
metrische und transitive Relation auf M.

Definition 2.3 (Aquivalenzklasse). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Elemente z,y €
M heifen dquivalent, wenn (z,y) € ~ ist. Man schreibt dann kurz = ~ y. Fiir x € M heifst
die Menge

[z] ={ye M|z ~y}

die Aquivalenzklasse von z. Die Elemente einer Aquivalenzklasse K heifen die Repréisen-
tanten von K. Ein Reprisentantensystem von ~ ist eine Teilmenge von M, die aus jeder
Aquivalenzklasse genau ein Element enthiilt.

Beispiel 2.5. Die Relation R aus Beispiel 2.3 ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenz-
klasse von 0 enthilt alle geraden Zahlen, d.h. [0] = {0,2,4,...}, die Aquivalenzklasse von
1 enthélt alle ungeraden Zahlen, d.h. [1] = {1,3,5,...}. Reprisentantensysteme von R sind
z.B. {0,1} oder {3,8}. Hingegen sind {0,4} und {3, 5} keine Représentantensysteme von R.

Beispiel 2.6. Tupel (z1,z9, ..., x,) und (y1, Y2, - . ., yn) natiirlicher Zahlen seien dquivalent,
wenn sie durch Umordnen der Komponenten ineinander iibergefiihrt werden kénnen, d.h.
wenn es eine Permutation s € S, gibt mit

yi:xs(i) fﬁrizl,?,...,n.
Dann ist die Menge aller monotonen Tupel
{(.’L’l,fEQ,...,J?n)ENn|$1§$2§...§$n}

ein Reprisentantensystem.
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Satz 2.1 (Aquivalenz entspricht Gleichheit der Aquivalenzklassen). Sei ~ eine Aquivalenz-
relation auf M. Dann sind Elemente von M genau dann dquivalent, wenn ihre Aquivalenz-
klassen gleich sind.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist (reflexiv, symmetrisch,
transitiv) und miissen zeigen, dass x ~ z < [x] = [z] fiir alle x,z € M.

«: Seien x,z € M. Wenn die Aquivalenzklassen von x und z gleich sind, dann ist nach
Definition der Aquivalenzklasse x ~ z.

=: Sei umgekehrt x ~ z. Wir zeigen [x] C [z] (die andere Inklusion ist analog). Da ~
symmetrisch ist, ist auch z ~ x. Wenn y ein Element der Aquivalenzklasse von x ist,
dann ist x ~ y. Da ~ transitiv ist, folgt daraus z ~ y, also ist y auch ein Element
der Aquivalenzklasse von z. Daher ist die Aquivalenzklasse von x eine Teilmenge der
Aquivalenzklasse von z ([x] C [z]).

O]

Satz 2.2 (Abbildungen liefern Aquivalenzrelationen). Sei f: M — N eine beliebige Abbil-
dung. Dann wird durch

zr~z e fz) = f(2)

eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklassen sind die Urbildmengen
FHy) ={z e M| f(z) =y}

mity € f(M). )
Anschaulich vorstellen kann man sich diese Konstruktion von Aquivalenzklassen als das
»Zusammenfassen aller Objekte mit dem gleichen Merkmal“.

Beweis. Offensichtlich ist ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv. Fiir ein Element x aus M
ist die Aquivalenzklasse von x die Menge aller Elemente aus M mit dem gleichen Bild, d.h.

[2] = 71 (f(=)). O

Definition 2.4 (Partition). Sei M eine Menge. Eine Partition von M ist eine Menge von
paarweise disjunkten nichtleeren Teilmengen von M, deren Vereinigung ganz M ist. Diese
Teilmengen nennt man dann die Blocke der Partition.

Satz 2.3 (Aquivalenzrelationen und Partitionen entsprechen sich). Sei M eine Menge.

(1) Sei P eine Partition von M. Fir Elemente x und y von M sei
x ~ y genau dann, wenn x und y im gleichen Block von P liegen.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

(2) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann ist die Menge P aller Aquivalenzklassen
beztiglich ~ eine Partition von M.

(8) Die Abbildungen P+ ~ aus (1) wund ~ — P aus (2) sind zueinander invers.
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Beweis.

(1) Man wendet Satz 2.2 an auf die Abbildung f: M — P, die einem Element x von M
jenen Block B von P zuordnet, in dem x liegt.

(2) Da R reflexiv ist, liegt jedes Element € M in der Aquivalenzklasse von x, also ist die
Menge M die Vereinigung aller Aquivalenzklassen.

Wenn die Aquivalenzklassen von x € M und z € M nicht disjunkt sind, dann gibt es ein
y € M mit

x~yundz~y.

Da ~ symmetrisch ist, gilt auch y ~ z. Da ~ transitiv ist, folgt daraus x ~ z. Nach Satz 2.1
sind dann die Aquivalenzklassen von x und z gleich.

(3) Wenn man von einer Partition P ausgeht, die Aquivalenzrelation ,,im gleichen Block®
nimmt und dazu die Partition in Aquivalenzklassen bildet, dann erhélt man die Partition P
zuriick. Wenn man umgekehrt von einer Aquivalenzrelation R ausgeht, die Partition in Aqui-
valenzklassen nimmt und dazu die Relation ,,im gleichen Block bildet, dann bekommt man
nach Satz 2.1 die Aquivalenzrelation R zuriick. O

Beispiel 2.7. Sei M = {a,b,c,d} und P := {Bj, B2, B3} eine Partition von M mit B; =
{a,b}, Ba = {c} und B3 = {d}. Durch die Abbildung f: M — P (aus dem Beweis von
Satz 2.3(1)) mit den Zuordnungen a +— By, b — Bj, ¢ — By und d — Bs erhilt man die
Aquivalenzrelation

~ = {(a7a)7 (a7 b)? (b7 a’)v (b7 b)? (07 C)v (da d)} )

auf M. Startet man umgekehrt (Satz 2.3(2)) mit der Aquivalenzrelation ~, dann sind die
Aquivalenzklassen [a] = {a, b}, [¢] = {c}, [d] = {d} eine Partition von M.

2.2 Partielle Ordnungen

Ordnungen erlauben, Datenmengen hierarchisch zu strukturieren.

Definition 2.5 (partielle Ordnung, Vorgingerrelation). Sei M eine Menge. Eine (partielle)
Ordnung R auf M ist eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf M. In
diesem Fall schreiben wir statt (z,y) € R kiirzer

x <y (Sprechweise: , z ist kleiner oder gleich y*).
Wir schreiben
x <y (Sprechweise: ,, z ist kleiner als y“),

wenn x < y und x # y ist, und nennen x einen Vorgdnger von y und y einen Nachfolger
von x. Die Relation < heiftt Vorgdngerrelation von <. Statt x < y oder x < y schreiben
wir auch y > x bzw. y > z. Eine Ordnung < auf M heilt total (linear), wenn fiir je zwei
verschiedene Elemente x,y € M entweder x < y oder y < x gilt.

Beispiel 2.8. Die natiirliche Ordnung <7 auf Z (siehe Beispiel 2.4) ist eine totale Ordnung.

10



2.2 Partielle Ordnungen

Beispiel 2.9. Eine Zahl m € Z teilt eine Zahl p € Z, wenn es eine Zahl n € Z gibt, sodass
p=m-n.

Die Teilbarkeitsordnung {(m,p) | m teilt p} ist eine partielle, aber keine totale Ordnung
auf N.

Beispiel 2.10. Sei M eine Menge und < eine partielle Ordnung auf M. Fiir Tupel x =
(w1,29,...,21) und y = (y1,¥2,...,yx) in M" sei

T <komp ¥ genau dann, wenn x; <y; flirallei=1,...,k.

Die so definierte partielle Ordnung heikt die komponentenweise Ordnung auf M*. Da im
Allgemeinen keine Verwechslungsgefahr besteht schreiben wir oft nur < anstatt <yomp.

Satz 2.4. Wenn R eine partielle bzw. totale Ordnung auf einer Menge M ist und N eine
Teilmenge von M ist, dann ist
RN (N x N)

eine partielle bzw. totale Ordnung auf N.

Beweis. Man priift Reflexivitiat, Antisymmetrie und Transitivitdt bzw. Totalitdt von R N
(N x N) nach. O

Beispiel 2.11. Aus Satz 2.4 und Beispiel 2.8 folgt, dass die natiirliche Ordnung auf N
<n:=<zN(N x N)
eine partielle bzw. totale Ordnung ist.
Definition 2.6 (Potenzmenge). Sei M eine Menge. Die Menge aller Teilmengen von M
PM):={T|T < M}
heifst die Potenzmenge von M. Fiir k € N bezeichne
Pe(M):={T|TCM und #(T) =k}
die Menge aller k-elementigen Teilmengen von M.
Beispiel 2.12. Fiir eine Menge M ist die Teilmengenrelation oder Inklusion
SCT
eine partielle Ordnung auf P(M).

Definition 2.7 (Verfeinerung und Vergroberung von Partitionen). Sei M eine Menge. Fiir
Partitionen P und ) von M sei
P<Q

genau dann, wenn jeder Block von P Teilmenge eines Blocks von @ ist. In diesem Fall ist
fiir jeden Block T € @ die Menge

{SeP|SCT}

eine Partition von 7. Wenn P < @ ist, dann heifst P feiner als Q) und Q) gréber als P.
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2 Relationen und Ordnungen

Satz 2.5. Die Verfeinerungsordnung von Partitionen ist eine partielle Ordnung.

Beweis. Aufgabe 2.15. O

Satz 2.6 (partielle Ordnung und Vorgéngerrelation). Sei M eine Menge.

(1) Wenn < eine partielle Ordnung auf M ist, dann ist ihre Vorgingerrelation < irreflexiv
und transitiv.

(2) Wenn R eine irreflexive und transitive Relation auf M ist, dann wird durch
z<y = xRyoderx=y
eine partielle Ordnung auf M definiert.

(3) Die Abbildungen
<< aus (1) wund R — < aus (2)

sind zueinander invers.

Beweis.

(1) Nach Definition gilt x < y genau dann, wenn x < y und x # y. Somit ist < irreflexiv.
Um die Transitivitdt von < zu zeigen, seien z,y,z € M mit x < y und y < z. Aus der
Transitivitdt von < folgt x < z. Wir zeigen x # z indirekt. Sei x = z. Dann folgt aus der
Antisymmetrie von < auch x =y, im Widerspruch zu x < y. Daher ist z < z.

(2) Nach Definition ist < reflexiv. Um die Antisymmetrie von < zu zeigen, seien x,y € M
mit x < y und y < x. Wenn x # y, dann wire x R y und y R x, wegen der Transitivitit
von R somit x R x, was der Irreflexivitdt von R widerspricht. Daher muss x = y sein. Um
die Transitivitit von < zu zeigen, seien x,y,z € M mit x <y und y < z. Wenn x = y oder
y = z ist, dann folgt x < z. Andernfalls ist x+ Ry und y R z, wegen der Transitivitdt von R
somit x R z und = < z.

(3) Wenn man von einer partiellen Ordnung < ausgeht, dann bekommt man durch x <
y V x = y die partielle Ordnung x < y zuriick. Wenn man von einer irreflexiven und
transitiven Relation R ausgeht, dann bekommt man durch x < y A x # y die Relation R
zurtick. O

Gemél Satz 2.6 kann eine partielle Ordnung auch iiber eine irreflexive und transitive
Relation definiert werden (und umgekehrt). Intuitiv erhélt man aus einer partiellen Ordnung
durch ,,Streichen der reflexiven Elemente” ihre Vorgédngerrelation. Umgekehrt erhélt man aus
einer irreflexiven und transitiven Ordnung durch ,,Hinzufiigen der reflexiven Elemente” eine
partielle Ordnung.

Beispiel 2.13. Die partielle Ordnung {(a,a), (a,b), (a,c), (b,), (b,c), (¢,c)} auf der Menge
{a, b, c} hat die Vorgéngerrelation {(a, b), (a, ¢), (b, ¢)}, welche umgekehrt oben genannte par-
tielle Ordnung induziert.

Definition 2.8 (kleinste, grofte, minimale, maximale Elemente). Sei < eine partielle Ord-
nung auf einer Menge M. Ein Element x € M heifst

— kleinstes Element von M, falls x kleiner als alle anderen Elemente von M ist, d.h. fiir
alle y € M ist z <y,
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2.2 Partielle Ordnungen
— grofites Element von M, falls x grofer als alle anderen Elemente von M ist, d.h. fiir
alley € M ist © > y,

— minimales Element von M, falls kein anderes Element von M kleiner als x ist, d.h. es
gibt kein y € M mit y < x,

— maximales Element von M, falls kein anderes Element von M grofer als x ist, d.h. es
gibt kein y € M mit y > x.

Beispiel 2.14. Fiir die partiellen Ordnungen

Rl — (a7 CL), (b7 b)? (C’ C)}
R2 = {(CL, CL), (CL, b)’ (b7 b)a (C’ c }
Rs = {(a’v CL), (av b)’ (a’ C)v (b, b), (Ca c)}
Ry = {(av a)v (a7 b)v (a’v C)? (ba b)) (b, C), (Cv c)}
iiber {a, b, c} ergibt sich folgende Tabelle:
kl. Element gr. Element min. Elemente max. Elemente
R — - {a,b,c} {a,b,c}
Ry - {CL, C} {bv C}
R a - {a} {b,c}
Ry a c {a} {c}

Beispiel 2.15. Sei < eine totale Ordnung auf M und sei x € M. Dann ist x kleinstes
Element von M genau dann, wenn x minimales Element von M ist. Analog ist z grofites
Element von M genau dann, wenn x maximales Element von M ist.

Satz 2.7 (iiber kleinste, grofite, minimale, maximale Elemente). Sei < eine partielle Ord-
nung auf einer Menge M.

(1) Wenn ein kleinstes Element von M existiert, dann ist es eindeutig bestimmt und das
einzige minimale Element von M.

(2) Wenn ein grofites Element von M existiert, dann ist es eindeutig bestimmt und das
einzige maximale Element von M.

(8) Wenn M endlich ist, dann gibt es zu jedem Element x € M ein minimales Element
w e M mit w < x und ein mazximales Element z € M mit x < z.

(4) Wenn M endlich ist und nur ein minimales Element besitzt, dann ist dieses Element
das kleinste Element von M.

(5) Wenn M endlich ist und nur ein mazimales Element besitzt, dann ist dieses Element
das grofite Element von M.

Beweis.

(1) Wenn sowohl x als auch w kleinste Elemente von M sind, dann ist w < x < w und somit
w = z. Die andere Behauptung zeigen wir indirekt. Sei dazu x ein kleinstes Element von M,
aber kein minimales Element von M. Weil x nicht minimal, gibt es ein y € M mit y < x
und somit y # x, was zusammen mit x < y (da x ein kleinstes Element ist) x < y gibt.
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2 Relationen und Ordnungen

Transitivitdt von < liefert y < y, was im Widerspruch zur Irreflexivitdt von < steht. Somit
ist x minimal. Da kleinste Elemente eindeutig sind (siehe oben), ist x das einzige minimale
Element. (2) beweist man analog.

(3) Wir zeigen nur die Existenz eines minimalen Elements: Wenn x selbst minimal ist, kann
man w = x wahlen. Andernfalls gibt es ein x1 € M mit x1 < x. Wenn x1 nicht minimal ist,
dann gibt es ein xo € M mit xo < x1, usw. Da

T >T1 > T > ...

verschiedene Elemente von M sind, erreicht man nach endlich vielen Schritten ein minimales
Element x,, mit z,, < x.
(4) und (5) folgen aus (3) und Definition 2.8. O

2.3 Das Wortmonoid

In diesem Kapitel werden wir Ordnungen auf einzelnen Zeichen (Buchstaben) zu Ordnungen
auf Zeichenketten (Wortern) erweitern.

Definition 2.9 (Alphabet). Sei 3 eine beliebige Menge, die im Folgenden ein Alphabet und
deren Elemente Zeichen genannt werden. Wir verwenden tiblicherweise Kleinbuchstaben vom
Anfang des lateinischen Alphabets (a, b, ¢, ...) bzw. indizierte Kleinbuchstaben vom Ende
des lateinischen Alphabets (u;, v;, w;, ...), um beliebige Elemente von ¥ zu notieren.

Beispiel 2.16.
— B = {0, 1} ist das bindre Alphabet
— {a,b,...,z} ist das Alphabet aller (lateinischen) Kleinbuchstaben
—{,n"#8$,%%&,...,7} ist das Alphabet der druckbaren ASCII-Zeichen.
Satz 2.8 (Wortmonoid). Sei X2 ein Alphabet. Dann heifst ein Tupel
(wo, .-y wp—1),

wobein € N beliebig ist und wy, . .., wy—1 € X sind, ein Wort (eine Zeichenkette, ein String)
der Linge n tber dem Alphabet 3. Ublicherweise schreiben wir Buchstaben vom Ende des
lateinischen Alphabets (..., u, v, w, z, y, z), um Worter iber ¥ zu notieren. Bezeichne

0
die Menge aller Worter diber dem Alphabet . Fir Wérter

v=(v0,...,Um—1) € X" und  w = (wo,...,Wy—1) € X"
ist die Verkettung oder Konkatenation definiert als das Wort

- *
VW = (’Uo,...,’Umfl,wo,...,’wnfl) exr.
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2.3 Das Wortmonoid

Dann gilt fiir Wérter u,v,w € ¥* das Assoziativgesetz
(uwv)w = u(vw),

und das leere Wort € = () ist das neutrale Element:
we = €w = w.

Die Menge ¥* mit der Verkettung wird das Wortmonoid iber dem Alphabet ¥ genannt. Fir
die Langenfunktion
0:3" = N, (wo,...,wp—1) —n,
gilt
Lvw) = L(v) +l(w) und L(e)=0.
Ublicherweise lisst man in den Wortern die Klammern und Beistriche weg, weil keine Ver-

wechslungsgefahr besteht. Insbesondere werden Wérter der Linge 1 wie Zeichen des Alphabets
geschrieben.

Beispiel 2.17. Das Wort 01101 iiber dem Alphabet {0,1} hat Lénge 5. Fiir die Worter
x = 01101, y = 110 und z = 10101 ist

zy = 01101110
yr = 11001101
(zy)z = (01101110)10101 = 0110111010101
z(yz) = 01101(11010101) = 0110111010101

Die Menge {0, 1}* enthélt alle (endlichen) Wérter, die aus Nullen und Einsen bestehen, also
{€,0,1,00,01,10,11, 000,001, ...}

Satz 2.9 (lexikographische Ordnung). Sei < eine totale Ordnung auf ¥. Fir Worter v,w €
* set

V <leg W,

falls ein k € N mit k < l(v) und k < l(w) existiert, sodass
(1) vi=w; firi=0,....,k—1 und

(2) (b(v) =k und L(w)>k) oder
(l(v) >k und l(w) >k und v < wg)

ist. Dann ist <jop eine totale Ordnung auf X* und heifit lexikographische Ordnung.

Beweis. Um zu zeigen, dass <jex eine (partielle) Ordnung ist, zeigen wir (Satz 2.6(2)) Ir-
reflexivitdat und Transitivitdt von <je. Offensichtlich ist <jey irreflexiv. Um die Transitivitét
zu zeigen, seien u,v,w € X* mit

U <Jex V und V <Jex W -

Dann gibt es ein k € N mit k < ¢(u) und k < {(v) und
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2 Relationen und Ordnungen

(1) wi=wv; firi=0,...,k—1 und
(2) (l(u) =k und £L(v) > k) oder
(l(u) > k und f(v) >k und ug < vg)
sowie ein | € N mit | < ¢(v) und [ < {(w) und
(1) vy =w; firi=0,...,l—1 und
(2) (¢(v) =1 und f(w) >1) oder
({(v) > 1 und l(w)>1 und v < wy) .
Dann gilt fiir m := min(k, ) auch m < {(u) und m < ¢(w) und
(a) u; =w; firi=0,....,m—1 und
(b) ({(u) =m und £(w) > m) oder
(l(u) >m und L(w)>m und Uy, < W) ,

sodass u <jex w folgt. Um zu zeigen, dass <jex total ist, seien v,w € ¥X* mit v # w. Dann
existiert ein k € N mit k < ¢(v) und k < {(w), sodass

(a) v; =w; firi=0,...,k—1 und

(b) ({(v) =k und ¢(w) > k) oder ({(v) >k und l(w)=k) oder
(l(v) >k und {l(w) >k und v # wg)

ist. Da < total auf ¥ ist, gilt somit entweder v <jex W oder w <jex V. ]

Beispiel 2.18. In den meisten Programmiersprachen sind die Zeichen nach dem ASCII-Code
(siehe Anhang) total geordnet und die Zeichenketten nach der lexikographischen Ordnung,
z.B. mit der Funktion strcmp von C.

Satz 2.10 (graduiert-lexikographische Ordnung auf Wortern). Sei < eine totale Ordnung
auf 3. Fir Wérter v,w € ¥X* sei

v <gmdl6z w,

falls entweder £(v) < l(w) oder (L(v) = L(w) und v <pp w) ist. Dann ist  <gradies

eine totale Ordnung auf X* und heifit graduiert-lexikographische Ordnung auf Wortern.

Beweis. Man priift die Irreflexivitédt und Transitivitdt von <gradiex nach. Gemaf Satz 2.6(2)

ist <gradlex dann eine partielle Ordnung. Totalitdt von <g.qlex folgt aus der Totalitidt von
<. O

Definition 2.10 (formale Sprache). Sei ¥ ein Alphabet. Eine Teilmenge von ¥* heifit eine
formale Sprache iiber X.

Beispiel 2.19. Die formale Sprache der Palindrome iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} ist

{w0w1 oo Wp—1 | wow ... Wp—1 = Wp—-1Wnp—-2 ... w()} =
{€, a,b,aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, aaaa, abba, baab, bbbb, . . .} .

In Kapitel 8 lernen wir reguldre Sprachen kennen. Diese Sprachen sind oftmals unendlich,
kénnen aber durch endlich viele Informationen dargestellt werden.
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2.4 Aufgaben

2.4 Aufgaben

Aufgabe 2.1. Betrachten Sie die folgenden Relationen auf N:

- = {(0,0),(1,1),(2,2)}
= Ry :={(n,m) [ n <m}
- R3:={(n,m) |n=2-mj}
= Ry:={(n,m) | n =m}
- Rs =0

Welche Relation besitzt welche Eigenschaften? Welche Relationen sind Aquivalenzrelation-
en?

reflexiv  irreflexiv.  symmetrisch antisymmetrisch transitiv

Ry
Ry
R3
Ry
Rs

Aufgabe 2.2. Betrachten Sie die folgenden Relationen:

~ Ry = {(0,0), (1,1),(2,2)} auf {0,1,2}
~ Ry :={(n,m) | n < m} auf {0}

~ Ry:={(n,m) | n=2-m} auf {0,1,2}
— Ry :={(0,0),(1,2),(2,1)} auf {0,1,2}

— Ry =0 auf &

Welche Relation besitzt welche Eigenschaften? Welche Relationen sind Aquivalenzrelation-
en?

reflexiv  irreflexiv. symmetrisch antisymmetrisch transitiv

Ry
Ry
R3
Ry
Rs

Aufgabe 2.3. Finden Sie (falls moglich) Relationen mit den gesuchten Eigenschaften:
— Relation R, die weder reflexiv noch irreflexiv ist.
— Relation Ry, die weder symmetrisch noch antisymmetrisch ist.
— Relation Rg, die reflexiv und irreflexiv ist.

— Relation Ry, die symmetrisch und antisymmetrisch ist.
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2 Relationen und Ordnungen

Aufgabe 2.4. Sei R := {(m,n) | (mmod 5) = (n mod 5)} eine Relation auf N. Zeigen
Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Was sind die Aquivalenzklassen von R? Geben Sie
fiir jede Aquivalenzklasse zwei verschiedene Reprisentanten an. Geben Sie zwei verschiedene
Reprasentantensysteme von R an. Induziert R eine Partition von N7

Hinweis: Die Operation ,,mod“ wird in Definition 7.5 auf Seite 86 eingefiihrt.

Aufgabe 2.5. Sei M = {0,1,2,3,4,5}. Geben Sie die Aquivalenzrelation auf M an, die
durch die Partition {{0}, {1,2},{3,4,5}} von M beschrieben wird.

Aufgabe 2.6. Wie ist die Potenzmenge einer Menge M definiert? Zeigen Sie, dass fiir jede
Menge M die Teilmengenrelation C eine partielle Ordnung auf P(M) ist.

Aufgabe 2.7. Geben Sie die Teilbarkeitsordnung auf der Menge {0,1,2,...,10} an und
bestimmen Sie minimale/maximale/kleinste/grofte Elemente.

Aufgabe 2.8. Geben Sie alle Partitionen der Menge {a,b,c,d} an und ordnen Sie diese
beztiglich der Verfeinerungsordnung (siehe Definition 2.7). Bestimmen Sie minimale/maxi-
male /kleinste/grofste Elemente.

Hinweis: Die Relation wird recht groft, kann aber gut programmiert werden (siehe Auf-
gabe 2.9).

Aufgabe 2.9. Sei M = {mqg,...,my_1} und P = {By,..., By} eine Partition von M. Wir
stellen P als Feld dar, wobei

plil =k.
Die Partition {{a, c}, {b},{d}} von {a,b,c,d} wird z.B. als [1,2,1, 3] dargestellt. Wie kann
P feiner als ) implementiert werden?

Bonus: Schreiben Sie ein Programm, welches fiir eine gegebene Partition alle Vorgénger
beziiglich der Verfeinerungsordnung bestimmt.

Aufgabe 2.10. Geben Sie die Teilmengenrelation auf der Menge P({a, b, c}) an. Wie un-
terscheidet sie sich von ihrer Vorgéngerrelation? Welche der beiden Relationen ist transitiv?
Welche der beiden Relationen ist irreflexiv? Welche der beiden Relationen ist total? Bestim-
men sie minimale, maximale, kleinste sowie grofste Elemente.

Aufgabe 2.11. Ist die Einschrinkung auf endliche Mengen essentiell?
1. In Satz 2.7(3)7
2. In Satz 2.7(4) bzw. Satz 2.7(5)?

Aufgabe 2.12. Betrachen Sie die natiirliche Ordnung <y auf N. Ordnen Sie die Menge
{0,1}? mit der komponentenweisen Ordnung <yomp. Ordnen Sie die Menge {0, 1}* mit der
lexikographischen Ordnung <jex. Ordnen Sie die Menge {0, 1}* mit der graduiert-lexikogra-
phischen Ordnung <gradiex- Bestimmen sie jeweils minimale, maximale, kleinste sowie grofite
Elemente.

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst <y,mp und dann davon die Vorgangerrelation <yomp.-

Aufgabe 2.13. Ordnen Sie die formale Sprache der Palindrome tiber dem Alphabet {a, b}
mit der lexikographischen Ordnung und der graduiert-lexikographischen Ordnung an.
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Aufgabe 2.14. Betrachten Sie die Teilbarkeitsrelation (Definition 2.9).

1. Zeigen Sie, dass die Teilbarkeitsrelation eine partielle Ordnung auf N ist.

Hinweis: Priifen Sie Reflexivitit, Antisymmetrie und Transitivitét.
2. Warum ist die Teilbarkeitsrelation auf N keine totale Ordnung?
3. Ist die Teilbarkeitsrelation eine partielle Ordnung auf 77?7

Aufgabe 2.15. Zeigen Sie, dass die Verfeinerungsordnung (Definition 2.7) eine partielle
Ordnung ist. Ist sie total?

Aufgabe 2.16. Sei < eine partielle Ordnung auf M und < ihre Vorgéngerrelation.
1. Kann man aus den Paaren in < die Grundmenge M bestimmen?

2. Kann man aus den Paaren in < die Grundmenge M bestimmen?
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3

Induktion

3.1 Vollstandige Induktion

Sei m eine fest gewéhlte natiirliche Zahl, z.B. m = 0 oder m = 1. Eine Aussage A(n) soll
fiir alle natiirlichen Zahlen n > m gezeigt werden. In diesem Fall gehen wir wie folgt vor:

— INDUKTIONSBASIS: Wir zeigen, dass A fiir den Basiswert m gilt.
— INDUKTIONSSCHRITT: Wir zeigen, dass fiir alle n > m aus A(n) auch A(n + 1) folgt.

Nach Satz 16 von [9] gilt dann A(n) fiir alle n > m.

Obiges Prinzip kann prézise so beschrieben werden:
(A(m) AVn >m.(A(n) = A(n+1))) = (Vn > m.A(n))
In einigen Beispielen sind folgende Erweiterungen niitzlich:
— Es gibt mehrere Basiswerte
A(m),A(m+1),..., A(l),

und wir setzen im Beweis des Induktionsschritts n > [ voraus. Da man A(m), A(m+1),
.., A(l) eigens zeigt und damit A(n) impliziert A(n+ 1) firn=m,m+1,...,1—1
bewiesen ist, folgt diese Erweiterung aus der Urform durch Umgruppieren.

Obiges Prinzip kann préazise so beschrieben werden:
(Am) A ... NAL) AR > L (A(m) A ... ANA(n) = A(n+1))) = (Vn > m.A(n))
— Um A(n + 1) zu beweisen, konnen als Hypothesen alle Aussagen
A(m),A(m +1),..., A(n)

verwendet werden. Diese Erweiterung folgt aus der Urform durch Wechsel von den
Aussagen A(n) zu den Aussagen

B(n) :=A(m)ANA(m+1)A... AN A(n),

weil B(m) = A(m) ist und B(n) impliziert B(n + 1) dquivalent zu
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3 Induktion

Am)NA(m+1)A...ANA(n) impliziert A(n+1)

ist.

Diese Erweiterungen des Prinzips der vollstindigen Induktion stellen Erweiterungen in
der Anwendbarkeit des Prinzips dar, fiigen aber der Beweisstérke des Prinzips nichts hinzu.
Eine echte Erweiterung der Beweiskraft bringt die wohlfundierte Induktion.

3.2 Wohlfundierte Induktion

Definition 3.1 (wohlfundierte Ordnung). Sei < eine partielle Ordnung auf einer Menge M.
Eine Folge (xg, 1, x2,...) von Elementen in M heifit eine unendliche absteigende Kette, falls

o >T1 >Ty > ...
Man nennt < wohlfundiert, wenn es in M keine unendliche absteigende Kette gibt.

Beispiel 3.1. Die natiirliche Ordnung auf N ist wohlfundiert, da es (zwar beliebig lange,
aber) keine unendliche absteigende Kette gibt:

.>N3>N 2> 1N > 0N

Die natiirliche Ordnung auf Z ist nicht wohlfundiert, da es folgende unendliche absteigende
Kette gibt:
o> 73>722>71>720>7 —1>7 2> ...

Beispiel 3.2. Fiir Alphabete mit mindestens zwei Buchstaben ist die lexikographische Ord-
nung nicht wohlfundiert, weil

b >1ex @b >1ex aab >1ex aaab >jex ...

eine unendliche absteigende Kette ist. Hingegen ist die graduiert-lexikographische Ordnung
auf einem endlichen Alphabet wohlfundiert.

Beispiel 3.3. Sei f: M — N eine beliebige Abbildung. Dann wird durch

r<y = f(z)<n fy)

eine wohlfundierte Ordnung auf M definiert. In induktiven Beweisen iiber Worter kann man
deshalb z.B. Induktion {iber die Lange der Worter anwenden.

Satz 3.1 (Existenz minimaler Elemente). Sei < eine partielle Ordnung auf einer Menge M.
Dann ist < wohlfundiert genau dann, wenn jede nichtleere Teilmenge von M ein minimales
Element besitzt.

Beweis. Sei < wohlfundiert und sei N eine nichtleere Teilmenge von M. Dann gibt es ein
Element z¢ in N. Wenn xy minimal in N ist, ist man fertig. Andernfalls gibt es ein Element
x1 € N mit x1 < xg. Wenn x1 nicht minimal ist, dann gibt es ein xo € N mit xo < x1, Usw.
Wegen

Tog>T1 > Ty > ...
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3.2 Wohlfundierte Induktion

erreicht man nach endlich vielen Schritten ein minimales Element x,,.
Um die umgekehrte Richtung zu beweisen, nehmen wir an, M sei nicht wohlfundiert. Dann
gibt es eine unendliche absteigende Kette

o >T1 >T2> ...,

und die nichtleere Teilmenge N = {xg,x1,x2,...} hat kein minimales Element. O

Satz 3.2 (Grundlage der wohlfundierten Induktion). Sei < eine wohlfundierte Ordnung auf
einer Menge M, und sei W eine Teilmenge von M mit folgenden zwei Eigenschaften:

— W enthdlt alle minimalen Elemente von M.

— Wenn fiir ein nicht-minimales Element x in M alle Vorginger in W liegen, dann liegt
auch x in W.

Dann st W = M.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass W # M ist. Dann ist
die Menge

N:={zeM|x¢W}

nichtleer und hat nach Satz 3.1 ein minimales Element y. Nach der ersten Eigenschaft von W
ist y kein minimales Element von M. Da alle Vorgédnger von y in W liegen, folgt nach der
zweiten Eigenschaft von W der Widerspruch y € W. O

Folgerung (wohlfundierte Induktion). Sei < eine wohlfundierte Ordnung auf einer Menge
M. Eine Aussage A(x) soll fir alle Elemente x in M gezeigt werden. In diesem Fall gehen
wir wie folgt vor:

— INDUKTIONSBASIS: Wir zeigen, dass A(m) wahr ist fir alle minimalen Elemente m
von M.

— INDUKTIONSSCHRITT: Sei x ein nicht-minimales Element von M, und sei A(y) wahr
fiir alle Vorgdnger y von x. Wir zeigen, dass auch A(x) wahr ist.

Nach Satz 3.2 ist die Menge W aller Elemente x, fir die A(x) wahr ist, ganz M.

Beispiel 3.4. Sei P die formale Sprache der Palindrome iiber dem Alphabet {a,b}. Die
Aussage

,Wenn z € P und /(x) gerade, dann hat z eine gerade Anzahl von as.*
kann mit wohlfundierter Induktion bewiesen werden.

Satz 3.3 (<jex auf N k wohlfundiert). Sei N mit der natirlichen Ordnung versehen. Dann
ist die lexikographische Ordnung auf der Menge N* wohlfundiert.
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3 Induktion

Beweis. Wir fiihren eine (vollstindige) Induktion iiber k. Im Basisfall ist k = 0 und N° = {¢}
und somit <jex auf N wohlfundiert. Den Induktionsschritt zeigen wir indirekt. Sei

T1 >lex T2 Zlex - - -

eine unendliche absteigende Kette in N**1. Weil die natiirliche Ordnung auf N wohlfundiert
ist, hat die Menge der ersten Komponenten der z; ein kleinstes Element m = (x,,)1 . Dann
ist

Tn >lex Tntl lex « - -
eine unendliche absteigende Kette in N**1 mit konstanter erster Komponente m was der
Wohlfundiertheit von N* widerspricht. O

Beispiel 3.5. Die lexikographische Ordnung auf der Menge N?2 ist wohlfundiert, obwohl
z.B. das Paar (1,0) unendlich viele Vorgénger (0,n) hat. Daher bricht die Rekursion

m+ 1 falls n =0
f(n,m):=< f(n—1,1) falls n >0 und m =0
fn—=1, f(n,m—1)) sonst

nach endlich vielen Schritten ab. Die Abbildung
Ack(n) := f(n,n)

heifst Ackermannfunktion und wéchst sehr schnell.

3.3 Strukturelle Induktion

In der theoretischen Informatik ist man weniger an Induktion iiber natiirlichen Zahlen in-
teressiert, sondern mehr an Induktion iiber Strukturen (z.B. Aussagen, arithmetische Aus-
driicke, Bédume).

Definition 3.2 (induktive Definition). Eine Menge M kann induktiv definiert werden durch:
— INDUKTIONSBASIS: Man gibt ein oder mehr Elemente von M an.

— INDUKTIONSSCHRITT: Man spezifiziert, wie man neue Elemente von M aus den vor-
liegenden Elementen von M bekommt.

Die Menge M besteht dann aus genau jenen Elementen, die man durch Induktionsbasis und
ein- oder mehrmalige Anwendung des Induktionsschritts erhilt.

Beispiel 3.6 (Syntax der Aussagenlogik). Seien Ej, Eo,... Aussagen, die entweder wahr
oder falsch sind. Diese Aussagen werden atomare Aussagen genannt. Die Menge aller Aus-
sagen ist dann als formale Sprache mit Hilfe der logischen Symbole ,,—“, A" sowie ,,V* und
der Trennzeichen ,,(“ und ,,)* induktiv definiert:

(1) Die atomaren Aussagen F1, Fa, ... sind Aussagen.
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3.3 Strukturelle Induktion

(2) Ist A eine Aussage, so ist auch —A eine Aussage. Die Aussage —A heifit die Negation
von A.

(3) Sind A und B Aussagen, so sind auch (A V B) und (A A B) Aussagen. Die Aussage
(AV B) heift die Disjunktion von A und B, die Aussage (A A B) die Konjunktion von
A und B.

Satz 3.4 (Prinzip der strukturellen Induktion). Die Aussage A(x) soll fir alle Strukturen
x € M, die induktiv definiert sind, gezeigt werden. In diesem Fall gehen wir wie folgt vor:

— INDUKTIONSBASIS: Wir zeigen, dass A(x) fir die Basisstruktur(en) x gilt.

— INDUKTIONSSCHRITT: Wir wdhlen eine Struktur y, die rekursiv aus den Strukturen
Y1, Y2, - - ., Yk gebildet wird. Unsere Induktionshypothese besagt, dass die Aussagen A(y1),
A(y2), ..., A(yr) wahr sind. Mit Hilfe der Induktionshypothese zeigen wir nun A(y).

Beweis. Laut Beispiel 3.3 reicht es aus eine Abbildung f: M — N zu finden. Wir definieren
f, sodass f(x) der maximalen Anzahl von Ableitungsschritten entspricht:

— Basis: Fiir alle Basiselemente x € M sei f(x) = 0.

— SCHRITT: Wenn y aus Strukturen yi, vy, ...,y gebildet wird, sei
f(y) == max{f (1), f(y2),- - flux)} + 1.

Dann wird durch = <y & f(x) <n f(y) eine wohlfundierte Ordnung auf M definiert, und
wir kénnen die strukturelle Induktion durch eine wohlfundierte Induktion beweisen. Dazu
nehmen wir an, dass Basis und Schritt der strukturellen Induktion erfiillt sind.

Nach Konstruktion sind die minimalen Elemente genau die Basiselemente von M, sodass
auch die Basis der wohlfundierten Induktion erfiillt ist. Fiir den Schritt der wohlfundierten
Induktion sei y nicht minimal mit A(z) wahr fiir alle z < y. Dann wird y aus Strukturen
Y1, Y2, - - -, Yk gebildet. Nach Definition von f gilt y; < y fiir alle i. Somit sind alle Aussagen
A(y;) wahr. Nach dem Schritt der strukturellen Induktion ist auch A(z) wahr. Aus der
wohlfundierten Induktion folgt schlieflich die Giiltigkeit der Aussagen A(x) fiir alle x €
M. O

Beispiel 3.7. Fiir die zusammengesetzte Aussage
A= ((E1 N Eg) V —Ej)
ergeben sich im Beweis von Satz 3.4 die Funktionswerte
f(E1) =0, f(E2) =0, f(ExNE2) =1, f(mE2) =1 und f(A4)=2.

Abschliefend prasentieren wir eine induktive Definition von Woértern (als Alternative zu
der Definition in Satz 2.8).

Definition 3.3 (Induktive Definition von Woértern). Sei ¥ ein Alphabet. Wir definieren »*
induktiv.

— BASIS: € € XF

— SCHRITT: Wenn x € ¥* und a € ¥, dann ist za € ¥*
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3 Induktion

3.4 Aufgaben

Aufgabe 3.1. Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir alle natiirlichen Zahlen
n > 2:
n? >2n.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir alle natiirlichen Zahlen
n > 13:
4n* > 3n* 4+ 5n + 100.

Aufgabe 3.3. Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir alle natiirlichen Zahlen
n > 0:
. nn+1)

! = —

n
. 2
=0

Aufgabe 3.4. Ist <jo auf N* wohlfundiert? Funktioniert der Beweis von Satz 3.37

Aufgabe 3.5. Beweisen Sie Beispiel 3.4 mittels wohlfundierter Induktion. Wahlen Sie die
wohlfundierte Ordnung < derart, dass es nur einen Basisfall gibt.

Aufgabe 3.6. Berechnen Sie: Ack(0), Ack(1), Ack(2), Ack(3), Ack(4).

Aufgabe 3.7. Betrachten Sie die folgende induktive Definition von Palindromen iiber X..
— Basis: das leere Wort € ist ein Palindrom.
— Basis: fiir jedes e € ¥ ist e ein Palindrom.
— SCHRITT: Wenn w ein Palindrom ist, dann ist fiir jedes e € ¥ auch ewe ein Palindrom.

Beweisen Sie mittels struktureller Induktion, dass jedes Palindrom w iiber {a, b} gerader
Lange eine gerade Anzahl an as hat.

Aufgabe 3.8. Beweisen Sie mittels struktureller Induktion, dass die Anzahl der 6ffnenden
und schliefenden Klammern in jeder Aussage A (siche Beispiel 3.6) gleich ist.

Aufgabe 3.9. Sei ¥ ein Alphabet. Zeigen Sie:
»w Palindrom < w = rev(w)®.
Hier ist rev(wo . .. wep)—1) = Wy(p)—1 - - - Wo-
Hinweis: Verwenden Sie die induktive Definition von Palindromen aus Aufgabe 3.7.

Aufgabe 3.10. Sei ¥ ein endliches Alphabet. Zeigen Sie: Wenn w ein Palindrom iiber
ist, dann ist ww ein Palindrom gerader Lange iiber X.
Hinweis: Verwenden Sie die Eigenschaft aus Aufgabe 3.9.
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4.1

4

Wachstum von Funktionen

Asymptotisches Wachstum

Um die Gréfe von Datenmengen oder die Laufzeit von Algorithmen in Abhéngigkeit von
der Grofe der Eingabe asymptotisch abzuschétzen, vergleicht man ihr Wachstum mit jenem
bekannter Funktionen. Diese Funktionen haben als Definitionsbereiche eine Menge natiir-

licher Zahlen der Form

{,e+1,0+2,...}

mit £ € N. Als Wertebereiche verwendet man die reellen Intervalle

[0,00) :={z € R |x >0} bzw. (0,00):={xe€ R |z>0}

Definition 4.1 (asymptotische Notation). Sei g: {¢{,{+1,£+2,...} — [0,00) mit £ € N.

(1)

(Grof-0)
Die Menge O(g) umfasst alle Funktionen
Filkk+1,k+2...} 5 [0,00) mit ke N,

fiir die eine positive reelle Zahl ¢ und eine natiirliche Zahl m mit m > k und m > ¢
existieren, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > m

f(n) <c-g(n)

gilt. In Kurzform ist f € O(g), wenn fiir hinreichend grofe Argumente der Funk-
tionswert von f durch ein konstantes Vielfaches des Funktionswerts von g nach oben
beschrankt ist.

(Grof3-Omega)
Die Menge 2(g) umfasst alle Funktionen
fA{kk+1,k+2,...} - [0,00) mit ke N,

fiir die eine positive reelle Zahl ¢ und eine natiirliche Zahl m mit m > k und m > /¢
existieren, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > m

f(n) = c-g(n)

gilt. In Kurzform ist f € Q(g), wenn fiir hinreichend grofse Argumente der Funk-
tionswert von f durch ein konstantes Vielfaches des Funktionswerts von g nach unten
beschrdnkt ist.
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4 Wachstum von Funktionen

(3) (Grof-Theta)
SchlieRlich ist

O(g) := O(g9) N Qg) -

Beispiel 4.1. Seien f: N — N mit n +— 3n2+5n+100 und g: N — N mit n — n?. Dann
ist f € O(g).

Definition 4.2 (Infimum, Supremum). Sei < eine partielle Ordnung auf M und S C M.

— Dann ist y € M ein Infimum von S, wenn y < z fiir alle x € .S gilt und es kein z € M
mit dieser Eigenschaft gibt, sodass y < z ist.

— Dann ist y € M ein Supremum von S, wenn z < y fiir alle z € § gilt und es kein
z € M mit dieser Eigenschaft gibt, sodass z < y ist.

Infima (Suprema) werden auch gréfite untere Schranke (kleinste obere Schranke) genannt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass Infima/Suprema nicht immer vorhanden sind bzw. nicht
eindeutig bestimmt sind.

Beispiel 4.2. Sei < eine partielle Ordnung auf der Menge {1,2,3,4,5,6}, die durch ihre
Vorgéngerrelation

<:={(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,5),(4,5),(4,6) }

gegeben ist. Dann hat die Menge {3,4} die Infima 1 und 2 und das Supremum 5. Die
Menge {5,6} hat das Infimum 4, aber kein Supremum. Die Menge {4, 6} hat Infimum 4 und
Supremum 6.

Definition 4.3 (Limes). Sei f: N — [0, 00) eine Abbildung. Dann ist

lim f(n)=1L

n—o0

wenn es fiir alle positiven reellen € ein m € N gibt, sodass |f(n) — L| < ¢ fiir alle n > m.
Man nennt L den Grenzwert bzw. Limes von f.

Beispiel 4.3. Seien f: N — [0,00) mit n+ n? und g: N — [0,00) mit n % Dann ist
lim f(n) = oo und ILm g(n) = 0. Die Abbildung h: N — [0,00) mit

n—oo

1 wenn n gerade
h(n) =
0 wenn n ungerade

besitzt keinen Grenzwert.

Definition 4.4 (Limes Inferior, Limes Superiror). Sei f: N — [0,00). Dann ist

liminf f(n) := nh_{rgo (inf{f(m) | m = n})

n—oo
und

limsup f(n) := nlglgo (sup{f(m) | m =n}).

n—oo
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4.1 Asymptotisches Wachstum

Satz 4.1 (Limes-Kriterium fiir O und ). Seien f: {k,k+1,...} = [0,00) und g: {¢,¢+
1,...} = (0,00) . Dann gilt

f€0(g) & liisip i;éz)) < o0

und

o f(n)
feQg) < llnrgloléfm>0.

Beweis. Wir zeigen die erste Aquivalenz, die zweite ist analog. Wenn f(n) < c- g(n) fiir

hinreichend grofe n gilt, dann ist limsup,, ., % <c.
Wenn umgekehrt s := limsup,,_,., % < oo ist, dann gilt % < s+ 1 fiir hinreichend
groke n. O

Satz 4.2. Sei f: N — [0,00). Wenn lim,,_,~ f(n) definiert ist, dann gilt

lim f(n) =limsup f(n) = lgglo%ff(n) .

n—oo n—00

Beweis. Ubung. O

Beispiel 4.4. Sei p(n) eine Polynomfunktion in n vom Grad d mit Leitkoeffizient ¢ > 0.
Dann ist
c-nd+cl-nd_1—|—...+cd 1 1

hm 1 d :hm (C"‘C]_‘*"‘...—’—Cdid)zc
n—oo n n—o00 n n—oo n n

und somit p(n) € O(nd).
Definition 4.5 (Klein-o). Seien f: {k,k+1,...} = [0,00) und g: {¢,£+1,...} — (0,00).
Dann ist f € o(g), wenn

AL

n=o0 g(n)

d.h. asymptotisch ist f vernachléssigbar gegeniiber g.

Beispiel 4.5. Es gilt n € o(n?), da

. n .
lim — = lim — =0,
n—oo N n—o00 M

aber n ¢ o(2n), da

. n .
lim — = lim —=—.
n—oo 2n n—oo 2 2

Beispiel 4.6. Die Relation f € o(g) ist irreflexiv und transitiv und kann daher suggestiv
als f < g geschrieben werden. In der Hierarchie bekannter Funktionen ist

1 <loglogn <logn <n < nlogn <n?<n3<2"<3"<nl<n".
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4 Wachstum von Funktionen

4.2 Aufgaben

Aufgabe 4.1. Sei < eine partielle Ordnung auf der Menge {1,2,3,4,5}, die durch ihre
Vorgéangerrelation

<={(1,2),(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5)}
gegeben ist. Bestimmen Sie die Infima und Suprema der Mengen {2}, {2, 3}, {3,4} und {2, 5}.

Aufgabe 4.2. Seien f: N — N mit n — 2n24+100n+27 und g: N — N mit n — /n + 12.
Zeigen oder widerlegen Sie: f € O(n), f € O(n?), f € O(n3), g € O(n), g € O(n?).

Aufgabe 4.3. Seien f: N — N, g: N — N und h: N — N. Zeigen oder widerlegen Sie:
Wenn f € O(g) und g € O(h), dann f € O(h).

Aufgabe 4.4. Seien f: N — N, g: N — N und A: N — N. Welche der folgenden
Eigenschaften gelten? Informelle Begriindungen reichen aus.

— Wenn f € O(h) und g € O(h), dann f+ g € O(h).
— Wenn f € O(h) und g € O(h), dann f x g € O(h).

Wenn f € O(h) und g € O(h), dann fog € O(h).
(h) (

Wenn f € O(h) und g € O(h), dann go f € O(h).

Hinweis: Hier bezeichnet f + g: N — N, n+— f(n) + g(n), etc.

30



5

Graphentheorie

5.1 Gerichtete Graphen

Definition 5.1 (gerichteter Multigraph). Ein gerichteter Multigraph G ist gegeben durch
— eine Eckenmenge (oder Knotenmenge) E
— eine Kantenmenge K

— zweil Abbildungen
q: K—-F und z: K —F,

die jeder Kante k ihre Anfangsecke q(k) bzw. ihre Endecke z(k) zuordnen (g fiir Quelle,
z fur Ziel). Man nennt dann & eine Kante von ¢(k) nach z(k).

Eine Ecke ¢ heilst unmittelbarer Vorginger der Ecke d, wenn es eine Kante von ¢ nach d gibt.
Man nennt d dann unmittelbarer Nachfolger von c. Schleifen sind Kanten mit der gleichen
Anfangs- wie Endecke. Kanten mit den gleichen Anfangsecken und den gleichen Endecken
heifsen parallel. Fiir eine Ecke e heifst die Zahl der Kanten mit Endecke e der Fingangsgrad
von e und die Zahl der Kanten mit Anfangsecke e der Ausgangsgrad von e. Wenn zusétzlich
Abbildungen

a:E— M oder b: K— N

gegeben werden, dann heifit der Multigraph ecken- bzw. kantenbeschriftet, im Spezialfall
M = R oder N = R ecken- bzw. kantenbewertet.

Beispiel 5.1. Sei ein gerichteter Multigraph durch die Eckenmenge E = {0, 1,2, 3}, die
Kantenmenge K = {0,1,2,...,7} und die Abbildungen ¢ und z laut folgender Tabelle
gegeben:

O UL W N = O
(=)
CO[\D[\DD—‘}—‘)—‘OO/;—T‘\
S~—
N
owwwwm»—log
S~—

31



5 Graphentheorie

Visualisiert kann dieser Graph durch folgendes Bild werden:
5
(e (2
3
7 k 2
()—5—

Die Ecken 1 und 2 sind unmittelbare Vorgéinger der Ecke 3, die Ecke 0 ist der einzige
unmittelbare Nachfolger der Ecke 3. Die Kanten 0 und 5 sind Schleifen, die Kanten 3 und 4
sind parallel. Der Eingangsgrad von Ecke 3 ist drei, der Ausgangsgrad eins.

0

Beispiel 5.2. Im synchronen Schaltwerk mit Eingang x, Ausgang y, einem Nor-Gatter und
einem Schieberegister der Lange 2

Tr—w—
}—> (I/

lauten die Gleichungen fiir die bindren Signalfolgen

y(t) = z(t)Vw(t)
w(t+1) = z(t)
A+1) = o),

wobei t € N eine diskrete Zeit ist. Eine anschauliche Beschreibung des Schaltverhaltens

liefert das Zustandsdiagramm:
()
-
-~ @@
/0

0/0 1/0 1/0 01

B ———

1/0
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5.1 Gerichtete Graphen

Das Zustandsdiagramm ist ein gerichteter Multigraph mit Eckenmenge E = B2 und einer
Kantenmenge K C B°, wobei e = (eg,e1) den Inhalt des Schieberegisters beschreibt und

k= (kD, k]_; k2; k;37 k4) k5)

den momentanen Zustand (ko, k1), die Eingabe ko, die Ausgabe k3 und den Folgezustand
(k4, k5) angibt. Dann sind Quelle und Ziel

q(k) = (ko, k1) bzw. z(k) = (ka,ks),

und
b(k) = (ka, k3)

ist die Beschriftung der Kanten durch Eingabe und Ausgabe.

Definition 5.2 (gerichteter Graph). Ein gerichteter Graph (oder Digraph fir directed
graph) ist ein gerichteter Multigraph ohne parallele Kanten. Dann gibt es zu jedem Ecken-
paar (c,d) hochstens eine Kante k£ € K mit ¢(k) = ¢ und z(k) = d, und statt der abstrakten
Kante k£ wird héufig das Eckenpaar (¢, d) genommen.

Beispiel 5.3. Sei R eine Relation auf einer Menge M. Dann ist der gerichtete Graph der
Relation gegeben durch

— die Eckenmenge M
— die Kantenmenge R
— die Abbildungen ¢((z,y)) =« und z((z,y)) = y.

Offenbar ist jeder gerichtete Graph der Graph einer Relation.
8 9

Q /o—»o

3/ \04

le<—o

\
o >

Definition 5.3 (Teilmultigraph, Teilgraph). Sei G = (F, K, ¢, z) ein gerichteter Multigraph.
Dann heifst der gerichtete Multigraph G’ = (E', K', ¢/, 2’) Teilmultigraph von G, wenn E’ C
E, K' C K und

(k) =q(k) und 2'(k)=z(k) fiiralle k€ K’.

Ein Teilgraph ist ein Teilmultigraph, der selbst Graph ist.
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5 Graphentheorie
Definition 5.4. Sei (F, K, q, z) ein gerichteter Multigraph, und seien ¢, d Ecken. Ein Tupel
(k07 kl? LR ké—l) € KZ

heifst ein Weg von ¢ nach d der Lénge ¢, wenn es Ecken eg, eq,..., e, gibt mit eg = ¢, e, = d,
und

q(k;) =e; sowie z(k;)=e1 fiiri=0,1,...,0—1.

Die Ecken eg,eq,...,ep sind dann eindeutig bestimmt, und man nennt eg die Anfangsecke,
ey die Endecke sowie eq, eo, ..., es_1 die Zwischenecken des Weges. Fiir jede Ecke e € E wird
das leere Tupel () € K° der leere Weg mit Anfangsecke e und Endecke e genannt.

Der gerichtete Multigraph heifst stark zusammenhdngend, wenn es von jeder Ecke zu jeder
(anderen) Ecke einen Weg gibt. Ein Weg heifit einfach, wenn er nichtleer ist und die Ecken

€0,€1,...,€¢

paarweise verschieden sind (mogliche Ausnahme eg = ey). Ist (ko, k1,...,ke—1) ein Weg von
¢ nach d und g = (ho, h1,...,hm—1) ein Weg von d nach e, dann ist die Verkettung

(ko,k1,.-.,ke—1,ho, R,y ...y hm—1)

ein Weg von ¢ nach e. Ein Weg (ko, k1,...,ke—1) heillt geschlossen, wenn Anfangs- und
Endecke gleich sind. Ein nichtleerer geschlossener Weg mit paarweise verschiedenen Kanten
wird ein Zykel genannt. Der gerichtete Multigraph heifst zyklenfrei oder azyklisch, wenn es
keine Zyklen gibt.

Ein Wurzelbaum ist ein gerichteter Graph, in dem es eine Ecke gibt, von der zu jeder
Ecke genau ein Weg fiihrt. Diese Ecke ist dann eindeutig bestimmt und heifst die Wurzel
des Baumes. Insbesondere ist jeder Wurzelbaum zyklenfrei (siehe Aufgabe 5.3). Ecken eines
Wurzelbaums vom Ausgangsgrad 0 nennt man Bldtter.

Beispiel 5.4. Im gerichteten Multigraphen von Beispiel 5.1 sind (1,2,6), (1,2,5,6), (1,3),
(1,4), (1,3,7,1,3), (1,3,7,1,4), (1,4,7,1,3), (1,4,7,1,4), ... Wege von Ecke 0 nach Ecke 3.
Jedoch sind (1,2,6), (1,3) und (1,4) alle einfachen Wege von Ecke 0 zu Ecke 3. Dieser
gerichtete Multigraph ist stark zusammenhéngend. Die Zykel mit Anfangsecke 0 sind

1,2,6,7),(0,1,2,6,7),(0,1,2,5,6,7), (1,2,5,6,7), (1,2,5,6,7,0), (1,2,6,7,0),
1,3,7), (0,1,3,7),(1,3,7,0),
1,4,7), (0,1,4,7),(1,4,7,0).

Allerdings sind nur jene in der ersten Spalte einfach.
Der gerichtete Graph
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5.1 Gerichtete Graphen

3/.\0

l10<—@ 4

ist ein Wurzelbaum (mit Wurzel 3 und Blattern 1,2,4,9).
Satz 5.1 (nichtleere Wege enthalten einfache Wege). Sei G' ein gerichteter Multigraph.

(1) Wenn es einen nichtleeren Weg p von der Ecke ¢ zur Ecke d gibt, dann kann man aus
p durch Weglassen von Kanten einen einfachen Weg von ¢ nach d erhalten.

(2) Jeder einfache geschlossene Weg ist ein Zykel.

Beweis. (1) Seien ey, ey, ..., e, die Ecken des Weges (ko, k1, ..., k¢—1) von ¢ nach d. Wenn es
Indizes i, j mit i < j und e; = e; gibt, dann fiihrt auch der verkiirzte Weg

(kOak;h cee 7ki—17kj7 .. ‘7kf—1)

von ¢ nach d. Wenn ¢ > 0 oder j < ¢ ist, dann ist der verkiirzte Weg nichtleer. Nach endlich
vielen Verkiirzungen erhélt man einen einfachen Weg von c¢ nach d.

(2) Sei p ein einfacher Weg von e nach e. Wenn zwei Kanten gleich sind, dann wéren auch
ihre Anfangsecken gleich, was der Einfachheit von p widerspricht. O

Satz 5.2 (Adjazenzmatrix). Sei (E, K, q, z) ein gerichteter Multigraph mit endlicher Ecken-
und Kantenmenge. Wir nummerieren die Ecken als ey, e1,...,e,_1. Dann heifit die Matriz
Ac ann’

Aij i =#{ke K |qlk)=¢€; und z(k)=e;}) firi,j=0,1,...,n—1,

die Adjazenzmatrix (oder Nachbarschaftsmatrix) des Multigraphen. Fir ¢ € N und i,j =
0,1,...,n—1 gibt

(A%
die Anzahl der Wege von e; nach e; der Léinge £ an.

Beweis. Fiir ¢ = 0 ist

At =1,
und es gibt nur den leeren Weg. Fiir £ = 1 erhalten wir die Definition. Fiir £ > 1 ist
n—1
(Aﬁ)ij = Z(Ag_l)ir : Arj .
r=0

Nach Induktionsannahme zéhlt (A*~1);, alle Wege von e; nach e, der Lénge £ — 1, und Ayj
zdhlt alle Kanten von e, nach ej. Somit zidhlt die Summe alle Wege von e; nach e; der Léinge
L. O
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5 Graphentheorie

Beispiel 5.5. Fiir den gerichteten Multigraphen aus Beispiel 5.1 erhélt man als Adjazenz-
matrix

= o o =
SO O =
S = = O
S = N O

Satz 5.3 (transitive Hiille). Sei R eine Relation auf einer Menge M und sei G der gerichtete
Graph von R. Dann ist

T :={(z,y) € M? | es gibt in G einen einfachen Weg von x nach y}

die kleinste transitive Relation, die R enthdlt, und heif$t transitive Hiille von R.

Beweis. Offensichtlich ist die Relation T' transitiv und enthélt die Relation R. Um zu zeigen,
dass T die kleinste transitive Relation ist, die R enthéalt, sei S eine transitive Relation mit
R C S. Wir zeigen T C S. Wenn (z,y) € T ist, dann gibt es einen einfachen Weg in G von
x nach y mit Zwischenecken z1, 22, . . ., 2¢_1, somit gilt

(r,2z1) € R, (21,22) ER,..., (20-1,y) € R,

daher auch
(x,21) €S, (21,22) €5,..., (ze-1,y) €5,

und wegen der Transitivitdt von S auch (z,y) € S. O
Satz 5.4 (Algorithmus von Warshall). Sei R eine Relation auf einer Menge M mit n Ele-

menten und sei A die Adjazenzmatriz von R. Der folgende Algorithmus mit O(n?) Bitoper-
ationen tberschreibt A mit der Adjazenzmatriz der transitiven Hiille von R.

Fiir r von 0 bis n — 1 wiederhole:
Setze N = A.
Fiir ¢ von 0 bis n — 1 wiederhole:
Fiir j von 0 bis n — 1 wiederhole:
Falls A;j =0 und Ay =1 und A, =1, setze N;jj = 1.
Setze A= N.

Beweis. Fir r € {0,1,...,n} sei P. die Menge aller einfachen Wege im Graphen von R,
die nur Zwischenecken aus der Menge {eg,e1,...,e,—_1} haben. Dann ist

— Py die Menge aller Kanten von G und
— P, ist die Menge aller einfachen Wege in G.
Sei nun r < n. Fiir einen Weg p in P, gibt es zwei Félle:

— e, Ist keine Zwischenecke von p. Dann ist p in P,.
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5.1 Gerichtete Graphen

— e, Ist eine Zwischenecke von p. Dann kann der Weg p von e nach d als Verkettung eines
Weges u von e nach e, und eines Weges v von e, nach d geschrieben werden, die beide
in P, liegen.

Fiirr =0,1,...,n sei
R, :={(z,y) € M? | es gibt einen Weg in P, von x nach y} .

Dann ist Ry = R und R, ist die transitive Hiille von R. Der Algorithmus von Warshall
berechnet fiir r = 0,1,...,n — 1 aus der Adjazenzmatrix von R, die Adjazenzmatrix von
Rr—‘rl' O

Beispiel 5.6. Fiir die Relation R = {(0,2),(1,0),(2,1)} auf der Menge {0, 1,2} ist die
transitive Hiille T' = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}.

Definition 5.5 (Lénge von Wegen, Abstand von Ecken). Sei G ein gerichteter Multigraph
mit nichtnegativer Kantenbewertung b. Die Linge eines Weges (ko, ki, ..., ke—1) beziiglich b
ist die Summe der Bewertungen seiner Kanten k;. (Somit ergibt sich bei Einheitsbewertung
der Kanten die Lange ¢.) Der Abstand von Ecke e zu Ecke d ist die minimale Linge eines
Weges von e nach d, falls ein solcher existiert, und oo sonst.

Satz 5.5 (Algorithmus von Floyd). Sei G ein gerichteter Multigraph mit einer endlichen
Eckenmenge E, einer endlichen Kantenmenge K und einer nichtnegativen Kantenbewertung
b. Wir nummerteren die Ecken als

€0,€15---,€En—1.
Sei B die n x n-Matriz mit den FEintrdigen
0 fallsi=j
min{b(k) | k Kante von e; nach e;} falls i # j und eine Kante

Bij := L
von e; nach e; existiert

o0 sonst.

Der folgende Algorithmus mit O(n®) Rechenoperationen iiberschreibt die Matriz B mit der
Matrix der Eckenabstinde.

Fiir r von 0 bis n — 1 wiederhole:
Setze N = B.
Fiir i von 0 bis n — 1 wiederhole:
Fiir j von 0 bis n — 1 wiederhole:
Falls Bj, + Byj < Byj, setze Njj = By, + Byj.
Setze B = N.
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5 Graphentheorie

Beweis. Der Abstand der Ecke e zu sich ist 0, der Abstand zu einer anderen Ecke d ist gleich
der kleinsten Lénge eines einfachen Weges von e nach d. Wir verwenden dieselbe Idee wie
im Beweis des Algorithmus von Warshall, um die Wege im Graphen zu analysieren.

Fir r € {0,1,...,n} sei P, die Menge aller einfachen Wege in G, die nur Zwischenecken
aus der Menge {eg,e1,...,e,—1} haben. Dann ist

— Py die Menge aller Kanten von G, und
— P, ist die Menge aller einfachen Wege in G.
Sei nun r < n. Fiir einen kiirzesten Weg p von e nach d in P,11 gibt es zwei Félle:
— e, ist keine Zwischenecke von p. Dann ist p ein kiirzester Weg von e nach d in P,.

— e, ist eine Zwischenecke von p. Dann kann der Weg p von e nach d als Verkettung
eines kiirzesten Weges u von e nach e, und eines kiirzesten Weges v von e, nach d
geschrieben werden, die beide in P, liegen.

Der Algorithmus von Floyd berechnet fiirr = 0,1,...,n— 1 aus den minimalen Lédngen von
Wegen in P, die minimalen Lidngen von Wegen in P,y. O

Beispiel 5.7. Fiir den kantenbewerteten gerichteten Multigraphen

-t

OO

erhalt man die Abstandsmatrix

880’_‘
B o w
o w oo

0
00
00
00

Definition 5.6 (erreichbare Ecken). Sei G ein gerichteter Multigraph und sei S eine Teil-
menge der Eckenmenge. Eine Ecke d von G heiftt von S erreichbar, wenn es einen Weg in G
gibt mit der Endecke d und der Anfangsecke in S.
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5.1 Gerichtete Graphen

Satz 5.6 (Nachfolgersuche). Sei G ein gerichteter Multigraph mit endlicher Eckenmenge E
und endlicher Kantenmenge K. Der folgende Algorithmus markiert alle von einer Startmenge

S erreichbaren Ecken mit O(#(E) - #(K)) Operationen.

Markiere die Ecken in S.
Solange S nichtleer ist, wiederhole:
Wihle eine Ecke e in S und entferne sie aus S.
Bestimme alle unmarkierten unmittelbaren Nachfolger von e,

markiere sie und gebe sie zu S dazu.

Beweis. Da jede Ecke von G hichstens einmal aus S entfernt wird, terminiert der Algorith-
mus. Eine Ecke d ist genau dann von der Ecke e erreichbar, wenn d gleich e ist oder d von
den unmittelbaren Nachfolgern von e erreicht werden kann. Bei jeder Iteration bleibt in Zeile
2 die Eigenschaft von Ecken,

markiert oder von S erreichbar zu sein,

gleich. Am Anfang bedeutet dies, von der Startmenge erreichbar zu sein, und am Ende,
markiert zu sein. O

Beispiel 5.8. Im gerichteten Graphen aus Beispiel 5.3 sind alle Ecken von der Startecke 0
aus erreichbar.

Satz 5.7 (azyklische gerichtete Multigraphen legen Hierarchie auf Ecken fest). Sei G ein
gerichteter Multigraph mit Eckenmenge E. Fiir Ecken e und d schreiben wir d < e, falls es
i G einen einfachen Weg von d nach e gibt.

Dann ist < eine partielle Ordnung auf E genau dann, wenn G zyklenfrei ist.

Beweis. Laut Satz 2.6(1) ist < eine partielle Ordnung, wenn ihre Vorgéngerrelation < ir-
reflexiv und transitiv ist.

=: Fiir einen Beweis mittels Kontraposition besitze G einen Zykel (und somit einen
nichtleeren Weg) von e nach e. Nach Satz 5.1(1) gibt es einen einfachen Weg von
e nach e und somit ist e < e. Folglich ist < nicht irreflexiv.

<: Offensichtlich ist < transitiv. Wenn < nicht irreflexiv ist, dann enthélt G einen ein-
fachen geschlossenen Weg und nach Satz 5.1(2) auch einen Zykel.

O]

Definition 5.7 (unmittelbarer Vorgénger bzw. Nachfolger). Sei < eine partielle Ordnung
auf einer Menge M, und seien x und y Elemente von M mit x < y. Dann heifst x ein
unmittelbarer Vorgdnger von y bzw. y ein unmittelbarer Nachfolger von x, in Zeichen

T =<y,

wenn es kein z € M mit x < z < y gibt.
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5 Graphentheorie

Beispiel 5.9. In der Potenzmenge von M ist eine Menge S unmittelbarer Vorgéanger (be-
ziiglich der Inklusion) einer Menge T' genau dann, wenn

T=SU{z}
fir ein o € M\ S ist.

Beispiel 5.10. Eine Partition P einer Menge M ist unmittelbarer Vorgénger (beziiglich der
Verfeinerungsordnung) einer Partition ) von M genau dann, wenn @) aus P durch Vereinigen
zweier Blocke von P entsteht.

Der folgende Satz zeigt, dass eine partielle Ordnung auf einer endlichen Menge durch den
Graphen der unmittelbaren Vorgéngerrelation visualisiert werden kann.

Satz 5.8. Sei < eine partielle Ordnung auf der endlichen Menge M und sei G der Graph
der unmittelbaren Vorgdngerrelation < auf M. Dann gilt fir x,y € M

x <y genau dann, wenn in G ein Weg von x nach y existiert,
d.h. < ist die transitive Hiille von <.
Beweis.

=: Seien x,y € M mit x < y. Da fiir x = y der leere Weg von = nach y fiihrt, kénnen
wir x < y annehmen. Wir zeigen nun durch Induktion nach der Zahl der Elemente des
Intervalls
oyl i={z € M|z <2<y},

dass es Elemente z1,...,z, € M gibt mit

T<2<... <2y <y.

Dann ist ((x,21), (21,22),---,(2n,y)) ein Weg in G von x nach y.
Fiir #([z,y]) = 2 ist offenbar x < y.
Fiir #([xz,y]) > 2 gibt esein z € M \ {x,y} mit

rT<z<y.

Da die Intervalle [z, z] und [z,y| weniger Elemente als |x,y| enthalten, existieren nach
Induktionsannahme Elemente vy, ..., V5, w1,...,wy € M mit

T<U <. <<z =<w <. <w =Y.

«<: Wenn in G ein Weg von x nach y einer Lénge { existiert, dann ist entweder ¢ = 0 und
x =y, oder £ > 0 und
rT<21<2z9<...<2z1xY,

sodass insgesamt x < y folgt.
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5.2 Ungerichtete Graphen

5.2 Ungerichtete Graphen

Definition 5.8 (ungerichteter Multigraph). Ein ungerichteter Multigraph ist gegeben durch
(1) eine Eckenmenge (oder Knotenmenge) E
(2) eine Kantenmenge K
(3) eine Abbildung

r: K — {{c¢,d}|c,deFE},
kE — rk),

die jeder Kante k eine Menge 7 (k) mit einer oder zwei Endecken zuordnet (r fiir Rand).
Man nennt dann k eine Kante zwischen diesen Ecken.

Eine Ecke ¢ heifst Nachbar der Ecke d, wenn es eine Kante zwischen ¢ und d gibt. Man nennt
eine Kante mit nur einer Endecke eine Schleife. Kanten mit den gleichen Endecken heifien
parallel. Fiir eine Ecke e heifst die Zahl der Kanten mit Endecke e der Grad von e. Wenn
zusétzlich Abbildungen

a:FE— M oder b: K — N

gegeben werden, dann heifit der Multigraph ecken- bzw. kantenbeschriftet, im Spezialfall
M =R oder N =R ecken- bzw. kantenbewertet.

Beispiel 5.11. Sei ein ungerichteter Multigraph mit Eckenmenge E = {0, 1,2, 3}, Kanten-
menge K = {0,1,2,...,7} und der Abbildung r laut folgender Tabelle gegeben:

r(k)
{0}
{0,1}
{1,2}
{1,3}
{1,3}
{2}
{2,3}
{0,3}

N O Ot s W NN~ O

Visualisiert kann dieser Graph durch folgendes Bild werden:
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(s)—>—(2)
[\

Definition 5.9 (ungerichteter Graph). Ein ungerichteter Graph ist ein ungerichteter Multi-
graph ohne parallele Kanten. Dann gibt es zu jeder Eckenmenge {c¢, d} hochstens eine Kante

k € K mit r(k) = {c, d}.

Beispiel 5.12. Eine symmetrische Relation S auf einer Menge M kann durch den un-
gerichteten Graphen mit

— der Eckenmenge M
— der Kantenmenge {{z,y} | (z,y) € S}
— der Abbildung r({z,y}) = {z,y}

visualisiert werden. Offenbar ist jeder ungerichtete Graph der Graph einer symmetrischen
Relation.

5

Wenn G der Graph einer symmetrischen Relation ist, so geben wir die Kantenmenge oft nur
durch ihren Rand an, wie z.B. in Aufgabe 5.12.

Definition 5.10 (Teilmultigraph, Teilgraph). Sei G = (FE, K,r) ein ungerichteter Multi-
graph. Dann heifst ein ungerichteter Multigraph G’ = (E', K',r") Teilmultigraph von G,
wenn B/ C E, K/ C K und

r'(k) =r(k) fiiralle k € K'.

Ein Teilgraph ist ein Teilmultigraph, der selbst Graph ist.
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5.2 Ungerichtete Graphen

Definition 5.11 (Wege, Zusammenhang, Zyklen, Walder, Biaume, Blitter). Sei (E, K,r)
ein ungerichteter Multigraph, und seien ¢, d Ecken. Ein Tupel

(ko, k1, ... ke1) € K*

heifst ein Weg von ¢ nach d der Léange ¢, wenn es Ecken eq, e1,...,ep gibt mit eg = ¢, ey = d,
und
7“(]431) = {ei,eiﬂ} fir ¢ = 0,1,... ,f— 1.

Die Ecken eg, e, ..., e, sind dann eindeutig bestimmt, und man nennt ey die Anfangsecke,
e die Endecke sowie eq, eq, ..., ep_1 die Zwischenecken des Weges. Fiir jede Ecke e € F wird
das leere Tupel () € K° der leere Weg mit Anfangsecke e und Endecke e genannt.

Der ungerichtete Multigraph heifst zusammenhdngend, wenn es von jeder Ecke zu jeder
(anderen) Ecke einen Weg gibt. Ein Weg heift einfach, wenn er nichtleer ist und die Ecken

€0,€1,-.-,€

paarweise verschieden sind bis auf die mégliche Ausnahme ey = ey. Fiir jeden Weg

(k07 kla ey kf—?v ké—l) 3

von ¢ nach d ist der reziproke Weg

(ke—1,ke—2,..., k1, ko) ,

ein Weg von d nach c¢. Sind (ko, k1, ...,ke—1) ein Weg von ¢ nach d und (ho, hi,..., hp—1)
ein Weg von d nach e, dann ist die Verkettung

(ko, k1, ke—1,ho, h1y. .oy hum—1)

ein Weg von ¢ nach e. Ein Weg (ko, k1, ..., ks_1) € K heift geschlossen, wenn Anfangs- und
Endecke gleich sind. Ein nichtleerer geschlossener Weg mit paarweise verschiedenen Kanten
wird ein Zykel genannt. Der ungerichtete Multigraph heifst zyklenfrei oder azyklisch, wenn
es keine Zyklen gibt.

Ein Wald ist ein zyklenfreier ungerichteter Multigraph, ein Baum ist ein zusammenhén-
gender Wald. Ecken eines Waldes vom Grad < 1 nennt man Bldtter.

Beispiel 5.13. Im Multigraphen von Beispiel 5.11 sind
(1,2,6),(1,2,5,6),(1,3),(1,4),(1,3,7,1,3),(1,4,7,1,3),(7), . ..

Wege von Ecke 0 nach Ecke 3. Jedoch sind (1,2,6), (1,3), (1,4) und (7) alle einfachen Wege
von Ecke 0 zu Ecke 3. Dieser Multigraph ist zusammenhéngend. Die Zykel mit Anfangsecke 0
sind

(0),
(1,2,6,7),(0,1,2,6,7),(0,1,2,5,6,7),(1,2,5,6,7),(1,2,5,6,7,0),(1,2,5,7,0),
(1,3,7), (0,1,3,7),(1,3,7,0),

(1,4,7), (0,1,4,7),(1,4,7,0),

(7,3,1), (0,7,3,1),(7,3,1,0),

(7,4,1), (0,7,4,1),(7,4,1,0),

(7,6,2,1),(0,7,6,2,1),(0,7,6,5,2,1),(7,6,5,2,1),(7,6,2,1,0),(7,6,5,2,1,0) .

Allerdings sind nur jene in der ersten Spalte einfach.
Der Graph
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.

S

10 —e@ 4
2
.\o
./ 7
0

ist ein zusammenhéangender Wald und somit ein Baum. Die Bléatter sind 1, 2,4, 9.
Satz 5.9 (nichtleere Wege enthalten einfache Wege). Sei G ein ungerichteter Multigraph.

(1) Wenn es einen nichtleeren Weg p von der Ecke ¢ zur Ecke d gibt, dann kann aus p
durch Weglassen von Kanten ein einfacher Weg von ¢ nach d gewonnen werden.

(2) Jeder einfache geschlossene Weg der Linge mindestens 3 ist ein Zykel.

(8) Aus jedem Zykel kann durch Weglassen von Kanten ein einfacher Zykel erhalten wer-
den.

Beweis. (1) beweist man analog zu Satz 5.1.

(2) Fiir einen indirekten Beweis sei p = (ko, k1, ..., ke—1) mit £ > 2 ein einfacher Weg von e
nach e, aber kein Zykel. Weil p geschlossen, aber kein Zykel ist, besitzt er zwei gleiche Kanten.
Dann stimmen auch ihre Eckenmengen tiberein. Da p einfach ist, enthélt er nur die Ecke e
doppelt. Daher miissen diese Kanten erste und letzte Kante des Weges sein und aufeinander
folgen. Somit ist ¢ = 2. Widerspruch. Insbesondere folgt die Behauptung (2) des Satzes.

(3) folgt aus (1). O

Beispiel 5.14. In einem ungerichteten Multigraphen kann es Zyklen der Linge 2 geben, in
einem ungerichteten Graphen nicht.

Satz 5.10 (Eindeutigkeit von einfachen Wegen in Baumen). Sei G ein Baum. Dann existiert
zu verschiedenen Ecken ¢ und d genau ein einfacher Weg von ¢ nach d.

Beweis. Fiir einen indirekten Beweis seien G ein Baum und ¢ und d Ecken, sodass nicht
genau ein einfacher Weg von ¢ nach d fiihrt. Wir betrachten zwei Falle:

— Es gibt keinen einfachen Weg von ¢ nach d. Dann gibt es nach (der Kontraposition
von) Satz 5.9(1) auch keinen Weg von ¢ nach d. Da G ein Baum (und damit zusam-
menhéngend) ist, erreicht man einen Widerspruch.

— Es gibt mindestens zwei einfache Wege p und q von ¢ nach d mit p # q. Wir kénnen
annehmen, dass die Wege keine gemeinsamen Kanten haben (ansonsten zerlegen wir
die Wege in entsprechende Teilwege). Dann ist die Verkettung eines Weges mit dem
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reziproken Weg des anderen Weges ein einfacher geschlossener Weg mit paarweise
verschiedenen Kanten und somit ein Zykel. Widerspruch (da G ein Baum und somit
zyklenfrei).

O

Definition 5.12 (schwacher Zusammenhang, Orientierung).

(1) Wenn G = (E, K, q, z) ein gerichteter Multigraph ist, dann erhdlt man durch
r(k) :={qk),z(k)} firke K

einen ungerichteten Multigraphen (E, K,r), indem man die Richtung der Kanten ver-
gisst. Man nennt G schwach zusammenhdngend, wenn sein ungerichteter Multigraph
zusammenhéngend ist.

(2) Umgekehrt liegen zwei Verfahren nahe, aus einem ungerichteten Multigraphen G einen
gerichteten Multigraphen zu konstruieren:

(a) Man dupliziert jede Kante von G und wéhlt fiir Original und Kopie jeweils eine
andere Richtung, d.h. man interpretiert die Kanten als Doppelpfeile.

(b) Man wahlt fiir jede Kante k£ von G eine Richtung aus, d.h. man setzt fiir r(k) =

{c,d}

entweder ¢(k):=c¢ und z(k):=d oder umgekehrt.
Der gerichtete Multigraph in (b) heifst dann eine Orientierung von G.

Satz 5.11 (Wurzelbaum als Baum mit ausgezeichneter Ecke).

(1) Fiir jeden Wurzelbaum W mit Wurzel w ist der zugehorige ungerichtete Graph B ein
Baum mit Ecke w.

(2) Zu jedem nichtleeren Baum B und jeder Ecke e von B gibt es genau einen Wurzelbaum
mit Wurzel e, der eine Orientierung von B ist.

(8) Die Zuordnungen
W — (B,w)

von (1) und
(B,e) —» W

von (2) sind zueinander invers. Daher kann man einen Wurzelbaum auch als einen
Baum mit einer ausgezeichneten Ecke auffassen.

Beweis. (1) Offensichtlich ist B zusammenhédngend. Wenn B einen Zykel enthélt, dann gébe
es in W auch einen Zykel oder zwei verschiedene Kanten mit gleichem Endpunkt und somit
zwei verschiedene Wege von der Wurzel zu dieser Ecke.

(2) Da B zyklenfrei ist, gibt es zu jeder Ecke d ungleich e genau einen einfachen Weg von e
nach d. Die dadurch festgelegte Orientierung W ist ein Wurzelbaum mit der Wurzel e.

(3) Der ungerichtete Multigraph einer Orientierung ist der urspriingliche Multigraph. Daher
erhdlt man aus dem Wurzelbaum durch Vergessen der Richtungen den alten Baum zuritick.
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Wenn im neuen Wurzelbaum eine Kante anders orientiert ware als im alten Wurzelbaum,
dann gébe es im Baum zwei verschiedene einfache Wege von der Wurzel zu einem der End-
knoten. O

Definition 5.13 (Zusammenhangskomponenten). Sei G ein ungerichteter Multigraph. Zwei
Ecken ¢ und d seien &dquivalent, wenn es einen Weg von ¢ nach d gibt. Dann heifsen die
Aquivalenzklassen die Zusammenhangskomponenten von G. Offensichtlich kann man in G
Schleifen und parallele Kanten entfernen, ohne die Partition in Zusammenhangskomponenten
zu verandern.

Satz 5.12 (Anzahlbedingung fiir Baume). Sei G ein zusammenhdingender ungerichteter
Multigraph mit mindestens einer Ecke. Dann ist G genau dann ein Baum, wenn er eine
Ecke mehr als Kanten hat.

Beweis.
=: Sei G = (E, K,r) ein Baum. Wir zeigen
#(E) = #(K) +1

durch Induktion nach #(K). Wenn #(K) = 0 ist, dann gibt es nur eine Ecke. Sei nun
#(K) > 0. Herausnehmen einer beliebigen Kante liefert einen Wald mit zwei Zusam-
menhangskomponenten F1 und Es, die wieder Baume sind. Nach Induktionsannahme
sind

#(E1) = #(K1) +1 und #(Es) = #(K2) +1.

Somit erhalten wir
#(E) = #(E1) + #(E2) = #(K1) + 1+ #(K2) + 1 = #(K) + 1.
«: Sei umgekehrt G kein Baum. Dann gibt es einen einfachen Zykel

(ko, k1, ke—1).

Sei Z die Menge der Ecken des Zykels. Fiir jede Ecke e in E\ Z wéahlen wir einen Weg
minimaler Lédnge zu einer Ecke aus Z und bezeichnen die erste Kante mit k(e). Dann
ist die Abbildung

E\Z—)K\{k‘o,k‘l,...,k‘g_l},8*—)]4)(6),

injektiv. Es folgt
#(E) — L < #(K) ¢
und somit

#(E) < #(K).
O

Definition 5.14 (spannender Wald). Sei G ein ungerichteter Multigraph. Ein Teilgraph G’
von G heifst ein spannender Wald von G, wenn
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(a) G’ ein Wald ist und

(b) die Partitionen in Zusammenhangskomponenten von G bzw. G’ iibereinstimmen.
Notwendigerweise ist dann £’ = E.

Beispiel 5.15. Fiir den Graphen

(——)

/@
@\
(—® O

(10—-2)-3=24

gibt es

spannende Wilder.

Interessiert man sich fiir einen spannenden Wald mit minimaler Kantenbewertung (z.B. um
eine Stadt mit einem Kanalnetz auszustatten), so zeigt Beispiel 5.15, dass es ineffizient ist alle
spannenden Wilder auszurechnen und einen mit minimaler Kantenbewertung auszuwahlen.

Das folgende Verfahren schafft Abhilfe:

Satz 5.13 (Algorithmus von Kruskal). Sei G = (E, K, r) ein ungerichteter Multigraph mit
Kantenbewertung b. Gesucht werden die Partition von E in Zusammenhangskomponenten
sowie die Kantenmenge W eines spannenden Waldes von G mit minimaler Bewertung

> b(k).
keWw

Als Vorbereitung werden im Multigraphen alle Schleifen entfernt, parallele Kanten bis auf
jene mit kleinster Bewertung gestrichen, und die verbleibenden Kanten sortiert, sodass

b(ko) < b(k1) < ... < b(km_1)

gilt. Der eigentliche Algorithmus operiert dann mit O(#(FE) - #(K)) Operationen wie folgt.

Setze W =@ und P ={{e} |e€ E}.
Fiir ¢ von 0 bis m — 1 wiederhole:

Falls die Ecken e und d von k; in verschiedenen Bldocken von P liegen,

vereinige die beiden Blocke von P und nimm k; in die Menge W auf.
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Beweis. Sei G; der Teilgraph von G mit Eckenmenge E und Kantenmenge
{ko, k1,,...,ki}.

Der Algorithmus startet mit der Partition in einzelne Ecken und vereinigt anschliefend
Blécke mit Verbindungskante. Nach Schritt ¢ ist P die Partition in Zusammenhangskom-
ponenten von G;. Die Menge W ist zunichst leer und wird im Schritt ¢ um eine etwaige
Verbindungskante erweitert, deren Ecken dann im Vereinigungsblock liegen. Fiir jeden Block
B ist der Teilgraph mit Eckenmenge B und den entsprechenden Kanten aus W ein Baum,
weil er zusammenhéngt und die Anzahlbedingung

#(E1) + #(E2) = (#(K1) + 1) + (F#(K2) + 1) = (F#(K1) + #(K2) +1) + 1

erfiillt. Somit ist nach Schritt i der Teilgraph mit Eckenmenge E und Kantenmenge W ein
spannender Wald von G;.

Zu zeigen bleibt noch, dass die Greedy-Strategie (greedy, engl. fiir gierig) bei der Wahl
der Kanten einen spannenden Wald mit minimaler Bewertung liefert. Sei dazu M die Kan-
tenmenge eines spannenden Waldes mit minimaler Bewertung. Wenn M = W ist, haben wir
die Behauptung gezeigt. Wenn M # W ist, dann existiert eine Kante k; in W, die nicht in
M liegt. Seien ey, ey die Ecken von k; und F, Fs die zugehérigen Blécke im Algorithmus.
Da es einen Weg p von e1 nach ey aus Kanten in M gibt, existiert eine Kante k; im Weg p,
die eine Endecke in F und die andere aukerhalb von Ey hat. Somit ist

Der neue Teilgraph mit Eckenmenge E und Kantenmenge
N = (M \{k;}) U {ki}

ist ein spannender Wald, weil jeder Weg iiber k; auch iiber k; und die restlichen Kanten von
p gefiihrt werden kann und umgekehrt. Wegen

D b(k) = > b(k) = b(kj) +b(ki) < D b(k)
kEN keM keM

hat der neue spannende Wald ebenfalls eine minimale Bewertung und zusétzlich eine kleinere
Indexsumme. Somit erhdlt man durch endlich viele Austdusche die Kantenmenge W aus dem
Algorithmus von Kruskal. Weil M eine minimale Kantenbewertung hat, so auch W. O

Beispiel 5.16. Fiir den bewerteten Graphen
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5.2 Ungerichtete Graphen

startet der Algorithmus von Kruskal mit

W= und P={{a},{b},{c},{d},{e}, {f},{g}}

und endet mit

W = {{aa b}7 {bv 6}a {Cv d}7 {da g}a {6, f}} und P = {{av b, e, f}’ {C’ d, g}} :
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5 Graphentheorie

5.3 Aufgaben

Aufgabe 5.1. Im synchronen Schaltwerk mit Eingang x, Ausgang y, einem And-Gatter und
einem Schieberegister der Lénge 2

T —es—

lauten die Gleichungen fiir die bindren Signalfolgen
y(t) = x(t) A w(t)

w(t+1) z(t)
At+1) = i),

wobei t € N eine diskrete Zeit ist. Berechnen Sie das Zustandsdiagramm. Was kénnen Sie
aus dem Zustandsdiagramm herauslesen?

Aufgabe 5.2. Was ist ein gerichteter Multigraph? Was ist ein gerichteter Graph? Gegeben
ein gerichteter Graph G mit Eckenmenge

E =1{1,2,3,4}

und Kantenmenge
{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3), (3,4), (4, 4)} -

Visualisieren Sie G. Wie viele Wege gibt es in G von Ecke 1 zu Ecke 47 Welche dieser Wege
sind einfach? Ist G stark zusammenhéngend? Wie viele Zyklen gibt es in G?
Hinweis: Nummerieren Sie die Kanten in G von 1 bis 7.

Aufgabe 5.3. Beweisen Sie:
,Jeder Wurzelbaum ist zyklenfrei.“

Aufgabe 5.4. Gegeben ein gerichteter Graph G durch die Relation
R= {(17 1)’ (1’ 2)7 (27 2)7 (27 3)’ (37 3)7 (35 4)7 (45 4)}

auf M = {1,2,3,4}. Wie viele Wege der Lénge 3 gibt es in G? Berechnen Sie mit dem
Algorithmus von Warshall die transitive Hiille von R.

Aufgabe 5.5. Sei G der gerichtete Graph, den man aus dem gerichteten Multigraphen aus
Beispiel 5.1 nach Weglassen der Kante 3 erhélt. Sei R die Relation des gerichteten Graphen G.
Berechnen Sie mit dem Algorithmus von Warshall die transitive Hiille von R.
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Aufgabe 5.6. Gegeben ein gerichteter Graph G durch die Relation

{(1,2),(2,3),(1,3),(1,4), (4,3)}
auf M = {1,2,3,4} und Kantenbewertung
b((1,2)) =1, b((1,3)) =4, b((1,4)) =1, b((2,3)) = 2, b((4,3)) = 1.

Ist G ein Wurzelbaum? Berechnen Sie mit dem Algorithmus von Floyd die Eckenabstdnde
im Graphen G.

Aufgabe 5.7. Berechnen Sie mit dem Algorithmus von Floyd die Eckenabstinde im gerich-
teten Multigraphen aus Beispiel 5.1. Nehmen Sie die Kantenbewertung b: K — K, b(k) = k.

Aufgabe 5.8. Gegeben ein gerichteter Graph G durch die Relation
{(1,2),(2,3).(1,3),(1,4),(4,3),(5,6),(7,6),(7,2)}

auf M = {1,2,3,4,5,6,7}. Berechnen Sie mittels Nachfolgersuche die erreichbaren Ecken
ausgehend von der Startmenge S = {1,5}.

Aufgabe 5.9. Berechnen Sie die unmittelbare Vorgéngerrelation fiir die Relation
< = {x ist ein nicht-trivialer Teiler von y | z,y € {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}}.
Hinweis: Siehe Beispiel 2.9 bzw. Definition 7.2 fiir die Definition eines Teilers.

Aufgabe 5.10. Bestimmen Sie die unmittelbare Vorgéangerrelation (beziiglich der Verfeine-
rungsordnung) auf der Menge der Partitionen von {a,b, c,d}.

Hinweis: Definition 2.4 und 2.7 fiihren die Begriffe Partition und Verfeinerungsordnung
ein. Die Relation ist recht grofs.

Aufgabe 5.11. Sei G ein ungerichteter Graph gegeben durch die Eckenmenge
E =1{1,2,3,4},

die Kantenmenge

K =10,1,2,3},

sowie der Abbildung r laut folgender Tabelle:

r(k)
{1}
{1,2}
{2,3}
{1,4}

Visualisieren Sie G. Ist G ein Baum? Berechnen Sie den Grad jeder Ecke.

W N~ O
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5 Graphentheorie

Aufgabe 5.12. Gegeben ein ungerichteter Graph G durch die Eckenmenge
E=1{1,2,3,4,5,6}
und Kantenmenge

K = {{1}7 {17 2}7 {27 3}7 {27 4}7 {3’ 4}7 {57 6}} .

Visualisieren Sie den Graphen G. Wie viele Wege gibt es von der Ecke 1 zur Ecke 47 Welche
dieser Wege sind einfach? Was sind reziproke Wege? Ist der Graph G zusammenhéngend,
zyklenfrei, ein Baum?

Aufgabe 5.13. Gegeben ein ungerichteter Graph G mit Eckenmenge
E =1{1,2,3,4,5,6}
und Kantenmenge

K ={{1,2},{1,5},{2,3},{2,5},{3,4},{3,6},{4,5},{5,6}}.

Wie viele Orientierungen von G gibt es? Finden Sie eine Orientierung von G, die stark
zusammenhéngend ist. Gibt es fiir jeden zusammenhingenden ungerichteten Multigraphen
eine Orientierung, die stark zusammenhéngend ist?

Aufgabe 5.14. Was ist ein Wald? Was ist ein Baum? Ein Baum mit e Ecken hat wie viele
Kanten? Ein Wald mit e Ecken hat mindestens/maximal wie viele Kanten? Ein Wald mit e
Ecken und k& Kanten hat wie viele Zusammenhangskomponenten?

Aufgabe 5.15. Sei G ein bewerteter ungerichteter Multigraph gegeben durch die Ecken-
menge
E=1{0,1,2,3,4,5},

die Kantenmenge
K ={0,1,2,3,4,5,6,7},

sowie der Abbildungen r und b laut folgender Tabelle:

r(k) | b(k)
{1}
{1,2}
{1,3}
{2,3}
{2,3}
{2,4}
{2,5}
{4,5}

Berechnen Sie mit dem Algorithmus von Kruskal einen spannenden Wald mit minimaler
Bewertung. Ist dieser eindeutig?

N O TR WN RO

= O O = =W N
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Aufgabe 5.16. Anton und Berta implementieren den Algorithmus von Kruskal (Satz 5.13).
Sie wundern sich, dass ihre Programme manchmal unterschiedliche Ergebnisse liefern, die
Resultate aber immer spannende Wilder sind und zudem die Summe der Kantenbewertun-
gen tibereinstimmen.

Beide haben ihr Programm bereits oft iiberpriift und sind sich sicher, dass sie den Algo-
rithmus korrekt implementiert haben. Helfen Sie Anton und Berta, indem Sie

— den Unterschied in den Implementierungen finden,
— den Unterschied anhand eines einfaches Beispiels demonstrieren.

Hinweis: Studieren Sie Satz 5.13 sowie dessen Beweis und finden Sie die Stelle mit der
Wahlmoglichkeit?

Aufgabe 5.17. Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen ,,eine Ecke e ist unmittelbarer
Vorgénger einer Ecke d* aus Definition 5.1 und der unmittelbaren Vorgéngerrelation (siehe
Definition 5.7). Bestimmen Sie die Inklusionsordnung C auf der Menge {a, b, ¢} sowie deren
Vorgéngerrelation (Definition 2.5) und deren unmittelbare Vorgéngerrelation. Visualisieren
Sie die Relationen als gerichtete Graphen.
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6

Zahltheorie

6.1 Aufzdhlen und Nummerieren von Objekten

Definition 6.1 (Aufzéhlung, Nummerierung). Eine Menge M heifit endlich, wenn es eine
natiirliche Zahl m und eine bijektive Abbildung

a:{0,1,....m—1} - M
gibt. In diesem Fall ist m eindeutig bestimmt und man nennt
#(M) = m

die Anzahl der Elemente von M. Die Abbildung « ist im Allgemeinen nicht eindeutig und
heifit eine Aufzihlung von M. Eine bijektive Abbildung

viM —{0,1,...,m—1}

wird eine Nummerierung von M genannt. Offenbar ist die Umkehrabbildung einer Aufzéhl-
ung von M eine Nummerierung von M und die Umkehrabbildung einer Nummerierung von
M ist eine Aufzéhlung von M. Wenn M nicht endlich ist, dann heiftt M unendlich und man
schreibt

#(M) =o0.

Satz 6.1 (clementare Zéhlregeln).

(1) Gleichheitsregel: Sind M und N endliche Mengen und ist f: M — N eine bijektive
Abbildung, so gilt

(2) Summenregel: Sind Ay, As, ..., A paarweise disjunkte endliche Mengen, so gilt fir

die Vereinigung
k

#(AlLJAQUUAk):Z#(AZ)

i=1

(3) Differenzregel: Fiir endliche Mengen A und B gilt

#(A\ B) = #(A) - #(AN B).
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6 Zahltheorie

(4) Siebformel: Fir endliche Mengen Ay, Aa, ..., A gilt

#AU.UA) = Y (=)D () A).
IC{1,2,....k} i€l
I#@

Insbesondere ist fiir endliche Mengen A und B
#(AUB) = #(A) + #(B) — #(AN B).

(5) Produktregel: Sind My, Ms, ..., My endliche Mengen, so gilt fir das kartesische Pro-

dukt
k

#(My x My x ... x My) = [[#().
=1

Insbesondere ist fiir eine endliche Menge M
#(M*) = #(M)*.

(6) Regel des zweifachen Abzéhlens:
Ein ungerichteter Graph heif$t bipartit, wenn es eine Partition der Eckenmenge in
zwet Blocke Ei und Eo gibt, sodass jede Kante eine Endecke in E1 und eine Endecke
in Ey hat.

Fiir einen endlichen bipartiten Graphen ist dann

Z Grad(e;) = Z Grad(ez) .

e1€ky e2€ b

Beweis. (1) Da M endlich ist, gibt es eine natiirliche Zahl m und eine bijektive Abbildung
a: {0,1,...,m — 1} — M, woraus wir #(M) = m erhalten. Da die zusammengesetzte
Abbildung

foa:{0,1,....m—1} > N, i— f(a(i)),

ebenfalls bijektiv ist erhalten wir #(N) = m und daraus die Behauptung.
(2) Seien ay: {0,1,...,my — 1} — My,...,ax: {0,1,...,my — 1} — My, bijektiv. Dann ist
auch die zusammengesetzte Abbildung

a: {0,1,....om1+...+mp—1} > My U...U My,
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6.1 Aufzdhlen und Nummerieren von Objekt

aq (1) falls i € {0,1,...,my — 1}
‘ as(i —mq) falls i € {my,...,my +mg — 1}
17—
ap(i—my —...—mg_q1) fallsie€{mi+...+mp_1,....,m1+...+my — 1},
bijektiv.

(3) Aus der disjunkten Vereinigung
A=(A\B)U(ANB)

folgt nach (2)
#(A\ B) = #(A) — #(AN B).

(4) Wir fiihren eine Induktion tiber k. Aus der disjunkten Vereinigung

.AlLJA22:4A1LJC42\44ﬁ

folgt
#(A1 U Ag) = #(A1) + #(A2\ A1) = #(A1) + #(A2) — #(A1 N A2).

Fiir k > 2 ist nach Induktionsannahme

k k—1 k—1 k—1
#(J A) = #(( 4) U A) = #( A) + #(A) — #(|J (A 0 Ap)) =
=1 =1 =1 1=1
o EDFOTH(A) +# (A — Y (—)FOT (AN A =
Ig{ll,;é.,gk—l} iel Ig{ll,;g—l} i€l

S (CDFO (N 40,

JC{1,...k} ieJ
J£o

weil entweder J = I oder J = {k} oder J =1 U{k} gewédhlt werden kann.

en

(5) Seien a: {0,1,...,m1 —1} — My, ...,ap:{0,1,...,my — 1} — My, bijektiv. Dann ist

auch die Abbildung
a:{0,1,....my---mp —1} — My x...x M
mit
I = (a1(I/mg---myg),...,c_1((I/my) mod my_1), ax(I mod my))

bijektiv, weil man aus den Einzelnummern

ik = I mod my

ik—1 = (I/my) mod my_q
is = (I/(mg---mg)) mod me
i1 = I/(ﬂ@2~'-7nk)
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6 Zahltheorie

die Gesamtnummer

IT:=91 -mo---mp+ig-mg---mg+...+10_1 Mg+ i

zuriickerhélt.
(6) Beide Summen geben die Zahl der Kanten an, einmal iiber die Endecken in E; gezéhlt,
das andere Mal iiber die Endecken in F>. ]

Beispiel 6.1. In C-Programmen werden die Elemente mehrdimensionaler Felder hintere-
inander im Speicher abgelegt, wobei die Reihenfolge so geregelt ist, dass

,hintere Indizes schneller laufen als vordere®.
Zum Beispiel liegen fiir
int M[2] [3] = {{3,5,_2},{1:0:2}})

die Feldelemente wie folgt im Speicher:

M[o] (0] || M[0] [1] || M[0][2] || M[1][0] || M[1][1] || M[1][2]
3 5 -2 1 0 2

Wird ein mehrdimensionales Feld an eine Funktion iibergeben, die variable Dimensionen
zulésst, dann muss der Programmierer in der Funktion die relativen Adressen der Feldele-
mente selbst berechnen, z.B. im folgenden Codefragment:

double f(double *z, int ml, int m2, int m3)

{

X

int main( void)

' double x, y, A[2][31[4], B[31[4][2];
x= f(&A[0][0][0],2,3,4);
y = £(&B[0][0][0],3,4,2);

}

Nach Satz 6.1 kann in der Funktion f das Feldelement ,,z[i] [j][k]“ als

* (z+1i*m2+m3+j*m3+k)
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6.1 Aufzdhlen und Nummerieren von Objekten

angesprochen werden. Die Indizes i, j, k des Feldelements an der Adresse z+1 konnen aus
den Formeln

k = 1%m3
j = (1/m3)%m2
i = 1/(m2*m3)

berechnet werden.

Satz 6.2 (Schubfachprinzip, Taubenschlagprinzip). Seien f: M — N eine Abbildung und
M, N endliche Mengen. Wenn #(M) > #(N) ist, dann gibt es mindestens ein Element
y € N mit mehr als einem Urbild.

Beweis. Fiir einen indirekten Beweis nehmen wir an, dass jedes Element von N héchstens
ein Urbild hat. Dann ist f injektiv und somit die eingeschrankte Abbildung M — f(M)
bijektiv. Satz 6.1(1) liefert #(M) = #(f(M)) und aus f(M) C N folgt #(M) < #(N).
Widerspruch. O

Satz 6.3 (Zahl der Abbildungen). Seien K und M endliche Mengen mit k bzw. m Ele-
menten. Dann ¢ibt es genau m* verschiedene Abbildungen von K nach M.

Beweis. Schreibt man K = {z1,...,z}, dann ist jede Abbildung f: K — M durch das
Tupel (f(x;))%_, in M* eindeutig bestimmt. Damit folgt die Behauptung durch Anwenden
der Gleichheitsregel und der Produktregel. O

Satz 6.4 (Zahl der injektiven Abbildungen). Seien K und M endliche Mengen mit k bzw.
m Elementen. Dann gibt es genau

(m)y. = {m(m_l)(m_2>“-<m—k+1> falls k> 1
1 falls k=0

verschiedene injektive Abbildungen von K nach M. Man nennt die Zahl (m); die fallende
Faktorielle von m und k.

Beweis. Wir zeigen die Formel durch Induktion tiber k. Am Induktionsanfang ist k = 0, somit
K leer und die einzige injektive Abbildung die leere Abbildung. Fiir den Induktionsschluss
schreiben wir

K = {xo,xl,. . .,xk}

und tiberlegen uns, wie viele injektive Abbildungen f: K — M es geben kann. Fiir xy gibt
es m Moglichkeiten, ein Bild f(xo) € M zu wéhlen. Dieses Element

Yo = f(zo)

darf dann aber nicht mehr als Bild eines anderen Elements in K gewéahlt werden, sodass fiir
die Wahl der Bilder von x, ...,z nur die Elemente in M \ {yo} in Frage kommen. Nach
Induktionsannahme gibt es dafiir (m — 1) Méglichkeiten. Die Gesamtzahl der Moglichkeiten
ist somit

m - (m—1)p = (m)41 -
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Beispiel 6.2. Offensichtlich gibt es keine injektive Abbildung von {0, 1,2,3} nach {0, 1},
was mit Satz 6.4 iibereinstimmt, da (2)4 =2-1-0-—-1=0.

Beispiel 6.3. Sei M eine endliche Menge von Objekten. In der Literatur werden injektive
Abbildungen
{0,1,...,k—=1} > M, i— x;,

als k-Tupel
(an Tly.-- ,,Ik_l)

von unterschiedlichen Elementen von M beschrieben und Permutationen von jeweils k Ob-
jekten aus M genannt.

Satz 6.5 (Zahl der bijektiven Abbildungen). Seien K und M endliche Mengen mit jeweils
m FElementen. Dann gibt es genau

| m(m—1)(m—-2)---3-2-1 falls m >'1
m! =
1 falls m =0

verschiedene bijektive Abbildungen von K nach M. Man nennt die Zahl m! die Faktorielle
oder Fakultdt von m.

Beweis. Wegen #(K) = #(M) = m ist jede injektive Abbildung von K nach M bijektiv.
Damit folgen die Behauptungen aus Satz 6.4 mit (m),, = ml. O

Bemerkung. Die Faktorielle wéchst sehr schnell und kann fiir grofte m mit der Stirlingschen

Formel
m

m! a2 V21 - e(mt3)logm—m _ O(vm - (7)’”)
e
approximiert werden (ohne Beweis).

Beispiel 6.4. Fiir m verschiedene Objekte gibt es m! verschiedene Mdoglichkeiten, eine
Reihenfolge festzulegen, d.h. die Objekte zu nummerieren.

Satz 6.6 (Zahl von Teilmengen). Sei M eine endliche Menge mit m Elementen. Dann gilt
#(P(M)) =2™.

Beweis. Wir fixieren eine Aufzdhlung «: {0,1,...,m — 1} — M. Dann ist die folgende
Abbildung bijektiv, insbesondere kénnen Teilmengen als Bitmuster programmiert werden.

1 fall NeT
F:P(M)%{O,l}m,T|—>(t0,...,tm_1),ti;:{ alls (i) €
0 sonst.

O]

Satz 6.7 (Zahl von Teilmengen mit vorgegebener Anzahl von Elementen). Sei M eine
endliche Menge mit m Elementen und sei k eine natiirliche Zahl. Dann gilt

#(P(M)) = (Z) .
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6.2 Abzdhlbarkeit von Mengen

Dabei ist der Binomialkoeffizient ,m dber k“ definiert als

m!
<m> ‘_m'(m—l)..-(m—kj—%—l) _ m falls E <m
k) k-(k—1)---1 =

0 sonst.

Beweis. Eine Aufzdhlung o: {0,1,...,k — 1} — T einer k-elementigen Teilmenge T von M
erhalt man durch Wéahlen

— eines beliebigen Elements o(0) € M,
— eines beliebigen Elements a(1) € M \ {«(0)},
— eines beliebigen Elements a(2) € M \ {a(0), a(1)}, usw.

Da es bei der Teilmenge 1" nicht auf die Reihenfolge der gewédhlten Elemente ankommt,
ergibt sich die gesuchte Anzahl als

m-(m—1)---(m—k+1)/k!.

O

Beispiel 6.5. Sei M eine endliche Menge von Elementen. In der Literatur werden k-
elementige Teilmengen von M Kombinationen von jeweils k Elementen aus M genannt.
Im Gegensatz zu den Permutationen von Elementen aus M spielt bei den Kombinationen
die Reihenfolge der ausgewéhlten Elemente keine Rolle.

Beispiel 6.6. Sei M eine endliche Menge mit m Elementen und sei k¥ < m eine natiirliche
Zahl. Dann ist die Abbildung

Pk(M) —)Pm_k(M) s THM\T,

(i) = (")

6.2 Abzahlbarkeit von Mengen

bijektiv und somit

Die folgende Definition erweitert Definition 6.1 auf unendliche Mengen.

Definition 6.2 (abzdhlbare Unendlichkeit). Eine Menge M heifst abzdhlbar unendlich, wenn
eine bijektive Abbildung
a: N —>M,i—x;,

existiert. Man schreibt dann
M = {l‘o,l’l,xg, .. } y

nennt « eine Aufzihlung von M und o~ ! eine Nummerierung von M.
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Beispiel 6.7. Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist abzahlbar unendlich, weil die iden-
tische Abbildung bijektiv ist. Auch die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzahlbar unendlich,
weil die Abbildung

N7, i i/2‘ falls z gerade
—(i+1)/2 falls ¢ ungerade

bijektiv ist.

Satz 6.8. Die Menge N x N ist abzdhlbar unendlich.

Beweis. Anstatt einer Aufzdhlung o: N — N x N geben wir eine Nummerierung v: N X
N — N an. Wir schreiben die Paare (m,n) zweidimensional

auf und nummerieren diagonal

e I e
o N = O = O O
w O = N O = O
1111111
S O W NN = O

— — ~— ' — ~— —

Dabei bekommt das Paar (m,n) die Nummer
m+n—1
( > i+ 1)) +m.
i=0
Somit ist die Abbildung

1
(m+n)(7721+n+ >—|—m,

bijektiv. O

N x N — N, (m,n) —

Definition 6.3 (graduiert-lexikographische Ordnung auf Zahlentupeln). Fiir z,y € N* sei

T <gradlex ¥ »
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6.2 Abzdhlbarkeit von Mengen

falls entweder

k k
Z T; <N Z Yi
i=1 i=1
oder
k k
Zaci:Zyi und = <jex ¥
i=1 i=1

ist. Wir nennen <gaqiex die graduiert-lexikographische Ordnung auf Zahlentupeln. Zudem ist
<gradlex €ine totale Ordnung auf N,

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 6.8.
Satz 6.9. Die Menge N* ist abzihlbar unendlich.

Beweis. Jedes z € N¥ hat nur endlich viele Vorgénger. Daher liefert die Nummerierung
der Elemente in der graduiert-lexikographischen Ordnung eine bijektive Abbildung N* —
N. O

Definition 6.4. Eine Menge heifit abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist.

Satz 6.10 (Abzédhlbarkeitseigenschaften).
(1) Jede Teilmenge einer abzdihlbaren Menge ist abzihlbar.
(2) Das Bild einer abzihlbaren Menge ist abzdhlbar.
(8) Die Vereinigung einer Folge von abzdhlbaren Mengen ist abzihlbar.
(4) Das kartesische Produkt endlich vieler abzihlbarer Mengen ist abzdihlbar.

Beweis. (1) Sei M = {x¢,x1,x2,...} abzdhlbar unendlich und sei N eine unendliche Teil-
menge von M. Waéhle yo als Element x,, von N mit dem kleinsten Index ng, dann y; als
Element x,, von N \ {yo} mit dem kleinsten Index n;, weiters yo als Element x,, von
(N \ {yo}) \ {y1} mit dem kleinsten Index ns, usw. Da jedes Element von N einen Index
hat, ist

N ={yo,y1,92,.- -}
abzéhlbar.
(2) Sei M = {xg,x1,22,...} und sei f: M — N mit f(M) unendlich. Dann ist

f(M) ={f(zn) n=0,1,2,...}.

Wiihle yo = f(x0), dann y; = f(zy,), wobei z,, € M \ f~1(yo) den kleinsten Index n; hat,
weiters yo = f(xp,), wobei x,, € (M \ f~1(yo)) \ f~!(y1) den kleinsten Index ns hat, usw.
Dann ist f(M) = {yo,y1,y2,---}

(3) Seien
My = {zoo,zo01,%02,-..}
My = {z,211,212,...}
M, = {zo9,221,22,...}
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6 Zahltheorie

Dann ist die Abbildung
fi N2 | M, (,5) = i,

n>0
surjektiv. Nach Satz 6.8 und (2) ist die Vereinigung abzéahlbar.
(4) Wir kénnen annehmen, dass die Mengen My, ..., My_1 abzihlbar unendlich sind, an-
sonsten ergdnzen wir Elemente. Aus den Aufzdhlungen oy,...,ap_1 von Moy, ..., Mg_4

bekommt man die bijektive Abbildung

Nk — My x ... X Mk—l s (ig, e J'k—l) — (Ozg(ig), . ,ak—l(ik—l))-
Nach Satz 6.9 gibt es eine bijektive Abbildung von N nach N¥. Hintereinanderausfiihren
liefert eine bijektive Abbildung von N nach My X ... x Mj_1. O

Beispiel 6.8. Sei ¥ ein endliches Alphabet. Dann ist das Wortmonoid
o= =x"us'uz’u- -
n=0

abzéhlbar. Die Menge ¥* enthélt zwar beliebig lange, aber ausschliefflich Worter endlicher
Lénge.

Der folgende Satz erlaubt eine Alternative, um die Abzéhlbarkeit nachzuweisen.

Satz 6.11 (Satz von Bernstein). Seien f: M — N und g: N — M injektive Abbildungen.
Dann existiert eine bijektive Abbildung h: M — N.

Beweis. Wir definieren induktiv Teilmengen My, M1, Ms, ... von M sowie Teilmengen Ny,
Ni, No, ...von N durch

MO = M\g(N) und N() = f(M0>

und, fiir n > 0,
M, :=g(Np—1) und N, := f(M,).

M N

MO NO

M1 f N1

M2 N2

M3 N3
g

M’ N’
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6.2 Abzdhlbarkeit von Mengen

Wir zeigen durch wohlfundierte Induktion, dass die Mengen Mg, My, ... paarweise disjunkt
sind: Fiir n > 0 ist
M’n g g(N) 9

daher sind My und M, disjunkt. Fiir m,n € N mit 0 < m < n folgt mit der Injektivitit
von f und g

My, N M, = gf(Mmfl) N gf(Mnfl) = gf(Mmfl N Mnfl) =d.

Da f injektiv ist, sind auch die Mengen Ny, N1, ... paarweise disjunkt, und die eingeschriank-
ten Abbildungen
fn: My — Ny, z— f(z),

sind bijektiv. Seien

M :=M\|JM, und N :=N\[]JN,.
n>0 n>0

Wenn fiir y € N ein n > 0 existiert mit g(y) € M, dann ist n > 0 und y € N,_1. Somit
erhalten wir eine injektive Abbildung

g: N — M y—g(y).

Fiir x € M’ gibt es wegen M’ C g(N) einy € N mit g(y) = x. Wenn ein n > 0 existiert
mit y € N, , dann wére
S g(NTL) = Mn+l

im Widerspruch zu x € M'. Somit ist y € N’ und ¢’ bijektiv.
Nach Konstruktion sind die Mengen My, My, ..., M’ paarweise disjunkt und

UM, |um' =M.
n>0
Ebenso sind die Mengen Ng, Ny,..., N’ paarweise disjunkt und
N |UN =N.
n>0

Daher kénnen die bijektiven Abbildungen fo, f1,...,(g')"! zu einer bijektiven Abbildung
h: M — N zusammengesetzt werden:

h() fn(z) falls x € M, fiir einn >0
x) =
(¢')"Y(x) sonst.
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6 Zahltheorie

Beispiel 6.9. Seien M = N = N,
fTM—-N,z—2x, und g: N —>M,y—2y+1.
Dann sind

M0:{2Z|ZEN} , N0:{4Z’Z€N}
My=1{8:+1|z€ N} , Ny={162+2]z2¢ N}
My ={322+5|2€ N} |, Ny={642+10]|z¢€ N}

Die folgende Methode erlaubt Mengen als nicht abzéhlbar zu beweisen.

Satz 6.12 (Diagonalisierung). Sei ¥ ein Alphabet mit mindestens zwei Buchstaben a und b,

und sei Sg, S1, S92, ... eine Folge von Folgen in 3:
So = S00S01502---
S1 = 810811512 --
§2 = 520821522 ---

Dann ist die Folge
b falls spp = a
dy =
a falls spn # a

ewne neue Folge.

Beweis. Wenn d keine neue Folge ist, dann gibt es einen Index n mit d = s,,, woraus d, = Spn
im Widerspruch zur Konstruktion von d folgt. O

Beispiel 6.10. Die Menge B " aller binéren Folgen ist nicht abzéihlbar.

Definition 6.5 (Méchtigkeit, Kardinalitdt). Wenn es eine bijektive Abbildung f: M — N
gibt, dann heiffen die Mengen M und N gleichmdchtig. Offensichtlich ist Gleichmé&chtigkeit
eine Aquivalenzrelation, und man nennt die Aquivalenzklasse

|M| := {N | N gleichméchtig wie M }
die Mdchtigkeit oder Kardinalitit der Menge M. Fiir eine endliche Menge M ist die Menge
{071,27a#(M) - 1}

ein Représentant von |M|. Daher werden die Kardinalitdten endlicher Mengen oft mit den
natiirlichen Zahlen identifiziert.

Satz 6.13 (Ordnung von Kardinalitdten). Fir Mengen M und N sei
|M| < [N,

wenn es eine injektive Abbildung f: M — N gibt. Dann ist < eine partielle Ordnung auf
den Kardinalitdten.
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6.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

Beweis. Die Relation < ist wohldefiniert, weil fiir andere Repréasentanten M’ von |M| bzw. N’
von |N| es bijektive Abbildungen g: M — M' und h: N — N’ gibt und dann die Abbildung

hfg~t: M — N’
injektiv ist. Klarerweise ist < reflexiv und transitiv. Die Antisymmetrie ergibt sich aus

Satz 6.11. U

Satz 6.14 (Hierarchie der Kardinalitaten). Fir endliche Mengen M und N gilt
|M| < |N| genau dann, wenn #(M) < #(N).
Die kleinste Kardinalitit einer unendlichen Menge ist |N|, und es gilt
IN| <|BY|.

Beweis. Fiir endliche Mengen M und N existiert genau dann eine injektive Abbildung
f: M — N, wenn M héchstens so viele Elemente wie N hat. Wenn M unendlich ist, dann
kann man ein Element xo aus M wéhlen, ein Element x1 aus M \ {z¢}, ein Element xo aus
(M \ {x0}) \ {z1}, usw. Somit erhélt man eine injektive Abbildung

[T N—>M,n—z,,
woraus
IN| < [M]

folgt. Insbesondere ist |N| < |B Y |. Nach Beispiel 6.2 ist BY nicht abzihlbar und somit
IN|<|B"]. O

6.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

Unter Wahrscheinlichkeit verstehen wir den Grad der Zufilligkeit eines Ereignisses. Man
wahlt hier den Begriff des Experiments und legt einen FErgebnisraum S zugrunde, der die
Menge aller moglichen Ergebnisse beschreibt. Intutitiv kann man sich S als die Menge der
Ergebnisse eines Experimentes vorstellen. Wir betrachten nur endliche Ergebnisraume.

Definition 6.6. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem Ergebnisraumes S ist eine
Abbildung P: S — [0, 1], also eine Funktion von S auf das geschlossene Intervall zwischen 0
und 1. Ferner muss gelten dass ) o P(z) = 1.

Eine Teilmenge E C S wird FEreignis genannt.

Definition 6.7. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E, bezeichnet als P(E) ist wie
folgt definiert:

P(E):=Y P(z).

zel

Das néchste Lemma folgt sofort aus der Definition, siehe Satz 6.1.
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6 Zahltheorie

Lemma 6.1. Seien A und B Ereignisse, dann gilt:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) P(~A)=1-P(A),
wobei ~ A wie tblich die Komplementdrmenge von A bezeichnet, also S = AU~ A.

Definition 6.8. Wenn A und B Ereignesse sind und P(B) # 0, dann wird die bedingte
Wahrscheinlichkeit von A unter der Vorausetzung B als P(A| B) bezeichnet und wie folgt

definiert:
P(ANB)

P(B)

Abkiirzend sprechen wir auch von der Wahrscheinlichkeit von A, vorausgesetzt B.

P(A|B) :=

Lemma 6.2. Seien A und B Ereignisse, dann gilt:
P(AnB)=P(A)-P(B|A) =P(B)-P(A|B)
Beweis. Ubung. O

Satz 6.15 (Satz von Bayes). Sei S ein Ergebnisraum und sei {Hi,...Hy,} eine Partition
von S. Weiters sei E ein weiteres Ereignis, sodass P(E) # 0. Dann gilt firi=1,...,n:

P(HZQE)
PHiNE)+---+P(H,NE)
_ P(H,) P(E|H;)
P(H1)P(E|Hy)+ -+ P(H,) P(E|H,)

P(Hi|E) =

Wir nenen P(H;) auch a priori Wahrscheinlichkeit von H; und P(H; | E) a posteriori
Wahrscheinlichkeit von H;, gegeben E.

Beweis. Siehe [2] fiir den (nicht schweren) Bewelis. O

Definition 6.9. Zwei Ereignisse A und B heiften unabhingig, wenn gilt P(A| B) = P(A) P(B).

Wenn A unabhénig von B ist, dann ist natiirlich auch B unabhéngig von A. Auferdem
gilt, dass dann auch die komplementéren Ereignisse ~ A und ~ B unabhéngig sind.

Beispiel 6.11. Wir betrachten n Miinzwiirfe mit einer (nicht notwendigerweise fairen)
Miinze und wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen mit der die Miinze genau k-mal Kopf
zeigt, wobei wir davon ausgehen, dass die Ergebnisse der Wiirfe unabhéngig sind.

Dazu betrachten wir zunéchst die Wahrscheinlichkeit, dass genau die ersten & Wiirfe Kopf
zeigen und die restlichen Zahl. Wir bezeichnen mit A; das Ereignis, dass beim iten Wurf
Kopf gewiirfelt wird und nehmen an, dass die Miinze mit Wahrscheinlichkeit p Kopf zeigt.
Also gilt P(A;) = p und P(~A4;) = 1 —p. Somit kénnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass wir
zunéchst k-mal Kopf und n — k-mal Zahl wiirfeln, wir folgt berechnen:

P(Ay) -+ P(A) - P(~Appr) - P(~vAy) = pP (L —p)" k.

Fiir jede mogliche Anordnung k-mal Kopf und die restlichen Male Zahl zu wiirfeln, bekom-
men wir die selbe Wahrscheinlichkeit. Aus Satz 6.7 wissen wir, dass es (Z) viele solche

Anordnungen gibt.
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6.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

Somit ist die Wahrscheinlickeit genau k-mal Kopf zu wiirfeln wir folgt gegegeben:

(Z)p'“(l —p)" .

FEine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung wird Binomialverteilung genannt.

Definition 6.10. Bezeichne V: S — R eine Wertefunktion fiir den Ergebnisraum S =
{z1,...,2,}. Dann ist der Erwartungswert von V wie folgt definiert:

E(V):=V(z1)P(z1) + -+ V(zp) P(zy) .
Die Wertefunktion V' wird auch als Zufallsvariable bezeichnet.

Definition 6.11. Eine Markowkette ist eine endliche Abfolge von Zustdnden, sodass jeder
Zustandswechsel nur von dem vorherigen Zustand und einer vorausgesetzten Wahrschein-
lichkeitsverteilung abhangt.

Beispiel 6.12. Wir betrachen zwei Zustinde, bezeichnet mit 0 und 1. Die Wahrschein-
lichkeiten der Zustandswechsel werden durch die folgende Ubergangsmatriz P ausgedriickt:

0.1 0.9
0.6 0.4
Dies bedeutet etwa dass die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges von Zustand 0 nach Zus-

tand 1, 90% betragt.

Die Wahrscheinlichkeiten nach n Schritten kann durch n-faches Potenzieren der Uber-
gangsmatrix P berechnet werden. Genau gilt die folgende Eigenschaft fiir die hier betra-
chteten Markowketten.

Definition 6.12. Sei P eine Ubergangsmatrix. Dann sind die Wahrscheinlichkeiten nach n
Schritten durch P™ gegeben. Diese Eigenschaft heifst Markoweigenschaft oder auch Geddcht-
nislosigkeit.

Den néchsten Satz geben wir ohne Beweis an, siehe [2].

Satz 6.16. Sei P eine Ubergangsmatriz einer Markowkette, sodass fiir eine Potenz P’ gilt,
dass P’ keine Nulleintrige besitzt. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

1. FEs existitiert ein eindeutiger Wahrscheinlichsvektor ¥, sodass P = ¢ und ¥ enthdlt
keine Nulleintrage.

2. Bei wachsendem n ndhert sich die Potenz P™ der Matrix an, die den Vektor v als
FEintrag in jeder Zeile hat.

3. Bezeichne vy die initial Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustdnde. Dann ndhert sich
der Vektor voP" dem Vektor U an.

]
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6 Zahltheorie

6.4 Losen von Rekursionsformeln

Die Laufzeit oder der Speicherplatzbedarf eines Algorithmus héngt tiblicherweise von der
Eingabegrofe n der Instanz ab. Im Allgemeinen ist es schwierig, fiir diese Funktion f(n) eine
explizite Formel zu finden. In vielen Féllen, besonders bei induktiv definierten Strukturen,
ist es leichter, eine Rekursionsformel aufzustellen, die dann gelést werden soll.

Definition 6.13 (erzeugende Funktion). Fiir eine Folge f: N — R heifft die Potenzreihe

=> f(n)z"
n=0

die erzeugende Funktion von f. Die Methode der erzeugenden Funktionen versucht, aus den
Rekursionsformeln fiir f(n) Gleichungen fiir F'(z) herzuleiten und diese mit algebraischen
oder analytischen Mitteln zu 16sen.

Beispiel 6.13. Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert durch

0 fallsn =10
fn)=<1 falls n =1
f(n—=1)4 f(n—2) fallsn > 2.

Fiir die erzeugende Funktion F'(x) folgt aus obiger Rekursion die Gleichung

F(z) = Zf 0) + f(1 x+Z fln=1)+ f(n—2))a"
= a:+:UF(:U) + 2% F(x)

und durch Partialbruchzerlegung

F(x)_L_i 1 _ 1
I e SRV S T E=V R T EVE R

Einsetzen der geometrischen Reihe

1 oo
=) "
-7 n=0

=5 () 5 (57) 7

n=0

liefert

Koeffizientenvergleich ergibt die explizite Formel

(5]

1
V5

f(n) =
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Beispiel 6.14. Die Menge der bindren Bdume iiber der Menge M wird als formale Sprache
mit Hilfe der Klammern ,, (¢ und ,,)“ induktiv definiert:

(1) Die leere Zeichenkette € ist ein bindrer Baum.

(2) Wenn z € M und L, R bindre Baume sind, dann ist (LzR) ein bindrer Baum mit
Knoten x.

Wir nennen bindre Baume strukturell gleich, wenn sie durch Umbezeichnen der Elemente
von M ineinander iibergehen, z.B.

((@)b(c)) und ((c)a(b)),

nicht aber

((@)b(c)) und (a(b(c))) -

Offensichtlich ist strukturelle Gleichheit eine Aquivalenzrelation. Nach Konstruktion gilt fiir
die Zahl f(n) der Aquivalenzklassen binirer Biaume mit n Knoten die Rekursionsformel

f(n) = 1 falls n =10
YIS SR fn—1— k) fallsn > 0.

Fiir die erzeugende Funktion F'(x) folgt

00 0o n—1
F@»:}jfmnn:1+§:<§:fwyfm—1—k0x"=1+x4mm.pu)
n=0 n=1 \k=0

und
Fla) =2 F@)+ S =o0.

x X

"Losen der quadratischen Gleichung gibt
Flz)=(1+£v1—4z)/2z.

Mit der Binomialreihe

VI—dz = (1—42)/? = ni) <1£2>(—4x)" =1- ;?721(2” N 2>x”

erhalt man
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6 Zahltheorie

Beispiel 6.15 (Divide-and-Conquer-Algorithmen). Ein Algorithmus fiir ein bestimmtes
Problem 16st Instanzen bis zur Grofle m direkt. Eine Instanz der Grofle n > m hingegen
zerlegt der Algorithmus in a Teilinstanzen mit Grofen

|n/b] oder [n/b],

16st diese rekursiv und setzt die Teillosungen zu einer Gesamtlosung zusammen. Dabei sind
a und b Konstante mit @ > 1 und b > 1, und | | und [ ] bezeichnen die Rundung nach
unten bzw. oben. Die Zeit zum Aufteilen der Instanz und zum Zusammenfiigen der Losungen
betrage f(n), die Gesamtzeit sei ¢(n). Eine natiirliche Annahme ist, dass

t(n+1)>t(n)
fiir alle n gilt. Dann folgt
a-t([n/b]) + f(n) <t(n) < a-t([n/b]) + f(n).
Mit den rekursiv definierten Funktionen

() = {a = (In/b]) + f(n) fallsn>m

t(n) falls n <m
und
- (n) = a-tt([n/b]) + f(n) fallsn>m
o t(n) falls n < m
ist

t~(n) <t(n) <tT(n)

fiir alle n, sodass fiir die asymptotische Analyse der Laufzeit die Funktionen ¢*(n) an Stelle
von t(n) verwendet werden konnen.

Im Spezialfall n = m - b* teilt der Algorithmus k-mal, bevor er auf Basisinstanzen der
Grofe m trifft. Die Gesamtzahl der Basisinstanzen ist

a" == =m ",
wobei
r:=logya.

Da jede Basisinstanz in konstanter Zeit gelost werden kann, liegt die Zeit fiir die Losung
aller Basisinstanzen in

o(n"),

was auch allgemein fiir t(n) gilt [1]. Im folgenden Satz wird diese Zeit mit der Zeit f(n) zum
Aufteilen und Zusammenfiigen verglichen und entsprechend das asymptotische Wachstum
von t(n) angegeben.

Satz 6.17 (Master-Theorem). (1) Wenn f € O(n®) fir eine reelle Zahl s mit s < r,
dann ist
t(n) € ©(n").
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6.4 Lésen von Rekursionsformeln
(2) Wenn f € O(n"), dann ist
t(n) € ©(n" -logn).
(8) Wenn eine reelle Zahl ¢ mit ¢ < 1 und eine natirliche Zahl k existieren, sodass
a- f([n/b]) < cf(n)
fir alle n mit n >k, dann ist f € Q(n®) fir eine reelle Zahl s mit s > r und
t(n) € O(f).
Beweis. [1]. O
Beispiel 6.16. Fiir

f(n) =n"logn

liegt das Wachstum von f zwischen Fall (2) und (3), somit ist das Master-Theorem nicht
anwendbar.

Beispiel 6.17. Der Merge-Sort-Algorithmus zerlegt ein n-Tupel von Zahlen in zwei Tupel
mit ungefahr n/2 Zahlen, sortiert getrennt und mischt die sortierten Tupel zusammen. Wegen
a=>b=2und f € ©(n) gibt das Master-Theorem die Laufzeitabschitzung

t(n) € O(n-logn).
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6.5 Aufgaben

Aufgabe 6.1. Wie lautet die Siebformel (spezialisiert) fiir drei Mengen? 80 Studierende der
Informatik werden beziiglich Thres Klausurverhaltens befragt. Von diesen nahmen 30 an der
Klausur A teil, 26 an der Klausur B und 20 an der Klausur C. 10 Personen nahmen an A
und B teil, 12 Personen an A und C und 9 Personen an B und C. Acht Studierende nahmen
an keiner Klausur teil. Wie viele Studierende nahmen an genau einer bzw. zwei bzw. drei
Klausuren teil? Kénnen die Angaben der Studierenden stimmen?

Aufgabe 6.2. Wie lautet die Siebformel (spezialisiert) fiir drei Mengen? 80 Studierende der
Informatik werden beziiglich Ihres Klausurverhaltens befragt. Von diesen nahmen 30 an der
Klausur A teil, 26 an der Klausur B und 35 an der Klausur C. 10 Personen nahmen an A
und B teil, 5 Personen an A und C und 9 Personen an B und C. Acht Studierende nahmen
an keiner Klausur teil. Wie viele Studierende nahmen an genau einer bzw. zwei bzw. drei
Klausuren teil?

Aufgabe 6.3. Eine Anzahl von Menschen wird gebeten 5 Gegenstidnde aus einer Liste von
8 moglichen Gegenstdnden auszuwéhlen, die sie auf eine einsame Insel mitnehmen wiirden.
Die Nennungen der einzelnen Gegenstinde werden mit

23,20,12, 10,8, 5,3, 1

angegeben. Visualisieren Sie die Zuteilung durch einen bipartiten Graphen. Welcher Schluss
kann daraus gezogen werden?

Aufgabe 6.4. In einem Horsaal mit 9 Sitzpldtzen findet eine Klausur mit 5 Studierenden
statt. Wie viele verschiedene Sitzordnungen gibt es?

Wie viele verschiedene Sitzordnungen gibt es, wenn diese 9 Sitzplétze in einer Reihe liegen
und jeweils ein Platz zwischen zwei Studierenden frei bleiben soll?

Aufgabe 6.5. Fiir eine miindliche Priifung haben sich 100 Studierende angemeldet. Der Vor-
tragende mochte die Fragen an einer Gruppe von 5 Studierenden testen. Wie viele mogliche
Zusammenstellungen gibt es? Vergleichen Sie die Anzahl mit den Méglichkeiten im Lotto (6
aus 45).

Aufgabe 6.6. Beweisen Sie. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar unendlich.
Welche Sétze der Vorlesung sind niitzlich?
Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung

q: Z x (N\{0}) — Q, (a,b) —

Sl RS

Aufgabe 6.7. Beweisen Sie. Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzahlbar unendlich.
Welche Sétze der Vorlesung sind niitzlich?

Aufgabe 6.8. Bestimmen Sie die ersten 20 Elemente der Menge N3 beziiglich der graduiert-
lexikographischen Ordnung auf Zahlentupeln. Ist die Menge N3 abzihlbar unendlich?

Aufgabe 6.9. Beweisen oder widerlegen Sie: Sei A eine unendliche Menge, dann ist A*
abzéhlbar.
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6.5 Aufgaben

Aufgabe 6.10. Konstruieren Sie nach dem Beweis von Satz 6.11 fiir die injektiven Abbil-
dungen

£:40,1,2,3} = {0,1,2,3} und g: {0,1,2,3} — {0,1,2,3}

mit £(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 3, /(3) = 0 und g(0) = 2,9(1) = 3,9(2) = 0,4(3) = 1 cine
bijektive Abbildung h: {0,1,2,3} — {0,1,2,3}.

Aufgabe 6.11. Konstruieren Sie nach dem Beweis von Satz 6.11 fiir die injektiven Abbil-
dungen
f: N = N mit m+— 2m

g: N = N mit n+— 2n
die Mengen My, Ny, My, N1, Ms, No und skizzieren Sie M', N’ sowie ¢'.
Aufgabe 6.12. Sei G = (F, K,r) ein ungerichteter Graph mit Kantenbewertung b. Wie
viele verschiedene spannende Wéalder mit minimaler Kantenbewertung gibt es (maximal)?

Bonus: Wie viele verschiedene spannende Wélder gibt es, wenn G aus n Zusammen-
hangskomponenten besteht?

Aufgabe 6.13. Satz 6.7 liefert zwei Moglichkeiten, um den Binomialkoeffizienten (7,?) zZu
berechnen. Welche bevorzugen Sie und warum? Implementieren Sie beide Funktionen und
vergleichen Sie die Resultate.

Aufgabe 6.14. Welche Nummer bekommt das Paar (7,10) geméf der Nummerierung von
Satz 6.87 In welcher Diagonale liegt es?
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7

Zahlentheorie

7.1 Rechnen mit ganzen Zahlen

Neben den iiblichen Zifferndarstellungen zur Basis 10 (Mensch) oder Basis 2 (Hardware)
werden in der Software Basen verwendet, bei denen die Ziffern im nativen Ganzzahlformat
abgespeichert werden konnen. Zum Beispiel verwendet die Langzahl-Bibliothek

GNU Multiple Precision Arithmetic Library (http://gmplib.org/)

die Basen 232 ~ 4 - 10 oder 264 ~ 2 - 10!, damit die Ziffern in die Datentypen 32- bzw.
64-bit unsigned integer von C passen.

Definition 7.1 (Ziffernoperationen). Sei b eine natiirliche Zahl > 2. Fiir Zahlen w,v €
{0,1,...,6—1} und w € {0,1} heikt

0 fall <b
C(u, v, w) ::{ alls u +v+w

1 sonst
der Ubertrag (carry) modulo b und

u+v+w fallsu+v+w<b

u+v+w-—>b sonst

S(u,v,w) = {

die Summe modulo b. Offenbar gilt
S(u,v,w) € {0,1,...,b—1}

und
u+v+w=Clu,v,w) b+ S(u,v,w).

Satz 7.1 (Addition natiirlicher Zahlen in Zifferndarstellung). Es seien x und y natirliche
Zahlen mit Ziffern

TpTp—1--To bzw. Yeyr—1---Yo
zur Basis b > 2. Ohne Finschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir k > £ an und setzen
Yo+1 ::07 Yeov2 ::07"'7 Yk =0.

Dann konnen die Ziffern der Summe x + y durch den folgenden Algorithmus mit O(k) Zif-
fernoperationen berechnet werden:
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7 Zahlentheorie

Setze ¢y = 0.
Fiir i von 0 bis k wiederhole:
Setze zj = S(x4,Yi,¢).

Setze ci11 = C(x4,Yi,¢)-

Falls cpy1 # 0, setze zpy1 = Cky1-

Beweis. Wir fiihren eine Induktion nach k. Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, setzen
wir im letzten Schritt des Algorithmus zy11 = 0, falls c;41 = 0. Fiir k = 0 ergibt sich

21b + 20 = C(0, Y0, 0)b + S(20,40,0) =20 +yo + 0 =2 +y.
Fiir den Induktionsschluss seien
=Y @b, y= Y b
i<k+1 i<k-+1
und 2g, 21, . . ,2k1o die Ziffern aus dem Algorithmus. Nach Induktionshypothese gilt
inbi + Z yibi = Z Zibi + Ck+1bk+1 .
i<k i<k i<k

Damit folgt

Z ;b + Z yib' = Z 2ib' + (Tt + Ypyr + cppn)bVT =

i<ht1 i<htl i<k
; k1
Z 2ib" + (S (Tt 15 Ykt 15 Chg1) + C(Thi1s Y1, Coy1)b) b5 =
i<k

E zb' + Zk+1bk+l + 2k+2bk+2 = E zb".
i<k i<k+2

O

Fiir die Subtraktion kann analog ein Algorithmus mit O(max (k,¢)) Ziffernoperationen
angegeben werden, fiir die Multiplikation oder die Division mit Rest Algorithmen mit O(k-¢)
Ziffernoperationen [6]. Hier wird noch ein Algorithmus fiir das Potenzieren diskutiert.

Satz 7.2 (schnelles Potenzieren). Sei x eine ganze Zahl oder allgemeiner ein Element eines
Ringes, und sei e eine positive ganze Zahl mit Bindrziffern

€t€t—1°°°€0,

wobei e, = 1. Dann kann die Potenz y := x° durch t-faches Quadrieren und mazimal
t-faches Multiplizieren berechnet werden:

Setze y = x.
Fiir i von t —1 hinab bis 0 wiederhole:

Setze y = 1>.

Falls e; =1, setze y =1y x*x.
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7.2 Der euklidische Algorithmus

Beweis. Fiir t =0 ist e = 1 und der Algorithmus liefert ' = x. Fiir t > 0 schreiben wir
e:ZeiZ’:d-Z—l—eo mit d:ZeiZZ_l.
i=0 i=1

Nach Induktionshypothese hat y vor dem letzten Schleifendurchlauf den Wert . Daher ist
das Resultat
()2 .z = 2°.

O]

Beispiel 7.1. Es gilt: 37 = 3% . 3! = ((3%)2)2 .3 = 19683. Fiir die Berechnung sind 4
Multiplikationen nétig, davon 3 fiir das Quadrieren.

7.2 Der euklidische Algorithmus

Seien a, b, ¢ ganze Zahlen mit b # 0 und ¢ # 0. Dann ist

eine rationale Zahl (siehe auch [9]). Der Ubergang von der Darstellung durch das Zahlenpaar
(a-c,b-c) zu der durch das Zahlenpaar (a,b) heift

durch ¢ kiirzen.

Rechnet man mit rationalen Zahlen, dann ist es empfehlenswert sofort durch moglichst
grofse Zahlen zu kiirzen, um Zéhler und Nenner klein zu halten. In diesem Abschnitt wird
ein Verfahren zum ,,optimalen Kiirzen“ vorgestellt.

Definition 7.2 (Teiler, Vielfaches). Sei a eine ganze Zahl. Eine ganze Zahl d heiftt ein Teiler
von a, wenn es eine ganz Zahl c gibt mit

a=c-d.

Aquivalente Sprechweisen sind ,,d teilt a* oder ,,a ist Vielfaches von d“. Die Teiler +1, +a
nennt man triviale Teiler.

Definition 7.3 (grofster gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches). Seien a und
b ganze Zahlen ungleich Null.

— Der grifite gemeinsame Teiler von a und b ist die grofite ganze Zahl, die sowohl a als
auch b teilt, und wird mit

geT(a,b) (ged(a,b), greatest common divisor)

bezeichnet.
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7 Zahlentheorie

— Das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b ist die kleinste positive ganze Zahl,
die sowohl Vielfaches von a als auch Vielfaches von b ist, und wird mit

kgV(a,b) (lem(a,bd), least common multiple)
bezeichnet.

Satz 7.3 (Reduktion des grofiten gemeinsamen Teilers). Seien a,b,c € Z mit a #0, b # 0
und a # c¢-b. Dann gilt

ggT(a,b) = ggT(lal, |b]) und ggT(a,b)=ggT(a—c-b,b).

Beweis. Wenn eine ganze Zahl d die Zahl a teilt, dann auch die Zahl —a. Somit stimmen die
gemeinsamen Teiler von a und b mit den gemeinsamen Teilern von |a| und |b| iiberein, und
die grofsten gemeinsamen Teiler sind gleich.

Wenn eine ganze Zahl d die Zahlen a und b teilt, dann teilt sie auch die Zahl a — c-b. Somit
stimmen die gemeinsamen Teiler von a und b mit den gemeinsamen Teilern von a — c¢-b und
b iiberein, und die gréfiten gemeinsamen Teiler sind gleich. O

Satz 7.4 (euklidischer Algorithmus fiir ganze Zahlen). Der grif$te gemeinsame Teiler zweier
ganzer Zahlen ungleich Null kann wie folgt berechnet werden:

Ersetze die Zahlen durch ihre Betrige.

Solange die Zahlen verschieden sind, wiederhole:
Ersetze die grifiere der Zahlen durch die Differenz
der grifferen und der kleineren.

Die resultierende Zahl ist dann der grifite gemeinsame Teiler.

Ersetzt man mehrfaches Abziehen derselben Zahl durch eine Division mit Rest, dann bekommt
dieses Verfahren die folgende Form:

Ersetze die Zahlen durch ihre Betrdge.
Solange keine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, wiederhole:
Ersetze die groflere der Zahlen durch ihren Rest

nach Division durch die kleinere.

Der resultierende Teiler ist dann der grofite gemeinsame Teiler.

Beweis. Nach Satz 7.3 bleiben bei jedem Schritt die gréften gemeinsamen Teiler der beiden
Zahlen gleich. Da in jedem Schleifendurchlauf die Zahlen positiv bleiben, aber ihr Maximum
um mindestens 1 sinkt, bricht der Algorithmus nach endlich vielen Schritten ab. O

Beispiel 7.2. Es gilt ggT(138,—48) = 6.

Im euklidischen Algorithmus wird die folgende Strategie zur Losung von Problemen ver-
wendet: Wenn man ein gegebenes Problem nicht sofort 16sen kann, reduziert man das Prob-
lem auf ein einfacheres mit derselben Losungsmenge. Das wiederholt man solange, bis man
ein Problem bekommt, dessen Losungen man kennt. Diese Losungen sind dann auch die
Losungen des urspriinglichen Problems.
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7.2 Der euklidische Algorithmus

Satz 7.5 (erweiterter euklidischer Algorithmus). Seien a und b ganze Zahlen ungleich Null.
Dann gibt es ganze Zahlen u und v mit

u-a+v-b=gegT(a,b)

(Darstellung des grofiten gemeinsamen Teilers als Linearkombination ).
Diese Zahlen u und v kénnen durch folgenden Algorithmus berechnet werden:

Setze A = (la|,1,0) und B = (|b],0,1).
Solange B1 die Zahl Ay nicht teilt, wiederhole:

Berechne den ganzzahligen Quotienten q von Ay und Bj.

Setze C = B.
Setze B=A—q-C.
Setze A=C.

Setze uw=vz(a)- By und v =vz(b)- Bs.

Dabei sind A = (A1, Ag, Az), B = (B1,Bs, Bs), C = (C1,Ca,C3) Tripel ganzer Zahlen und
A—q-C=(A1 —q-Cy1,Ay —q-Cy, Az — q - C3). Weiters bezeichnet vz(n) das Vorzeichen

einer ganzen Zahln, i.e., vz(n) = 1, wenn n > 0 und —1 sonst.
Beweis. Sei T' = (T1,T5,T3) ein Tripel ganzer Zahlen und (%) die Eigenschaft
Ty =|a|-To+ |b| - T3 . (*)

Wenn die Zahlentripel A und B die Eigenschaft (x) haben, dann auch alle Tripel A —q- B
mit q € 7. Die ersten zwei Tripel im Algorithmus haben diese Eigenschaft, daher auch
alle anderen auftretenden Tripel. In der ersten Komponente der Tripel wird der euklidische
Algorithmus durchgefiihrt, fiir das letzte Tripel B gilt daher

geT(a,b) = By = |a|- By + |b| - B3 = (vz(a) - B2) - a+ (vz(b) - B3) - b.

N——
O
Beispiel 7.3. Fir a = 138 und b = —48 liefert der erweiterte euklidische Algorithmus

u=—1und v = —3 und ggT (138, —48) = 6.

Satz 7.6 (bindrer erweiterter euklidischer Algorithmus). Seien a und b positive ganze Zahlen
mit hochstens n Bindrziffern. Dann kénnen

g:=ggT(a,b) wund w,veZ mit u-a+v-b=g

durch Additionen, Subtraktionen und Shifts mit O(n?) Bitoperationen berechnet werden:
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1. Setze e = 0.
2. Solange a und b gerade sind, wiederhole:
Setze a=a/2,b=0b/2 und e=e+ 1.
3. Setze A = (a,1,0) und B = (b,0,1).
4. Solange A1 gerade ist, wiederhole:
Setze Aj = Ap/2.
Falls Ay und A3 gerade sind,
setze Ag = Ag/2 und Az = A3/2,
ansonsten falls Ao > 0 ist,
setze A = (Ay —b)/2 und As = (As+a)/2,
ansonsten
setze A = (Aa +b)/2 und As = (As —a)/2.
5. Solange By gerade ist, wiederhole:
Setze By = By/2.
Wenn By und Bs gerade sind,
setze Bg = Bg/2 und Bs = Bs3/2,
ansonsten falls By > 0 ist,
setze By = (By —b)/2 und B3 = (B3 +a)/2,
ansonsten

setze By = (B2+b)/2 und B3 = (B3 —a)/2.

6. Falls A1 > By, setze A=A — B und gehe zu Schritt 4.
7. Falls A1 < Bq, setze B=B — A und gehe zu Schritt 5.

8. Setze g=B1-2¢ u= By und v= Bjs.

Beweis. Bei den

ggT(a,b) = ¢ ggT(a,b/2) falls a ungerade und b gerade ist

sinkt die Summe der Bitlingen um mindestens 1, sodass héchstens 2n — 2 Reduktionen
ausgefiihrt werden. Bei den Operationen fiir A, As, By, B3 wird die Bitldnge n + 1 (plus

Reduktionen
2ggT(a/2,b/2)  falls a und b gerade sind

(
ggT((a —b)/2,b) falls a und b ungerade und a > b ist
(

Vorzeichenbit) nicht iiberschritten. Wenn ¢ die Bindrdarstellung

CkCk—1 " C1C0

hat, dann haben 2¢ und ¢/2 die Binédrdarstellungen
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7.2 Der euklidische Algorithmus

sodass Multiplikationen mit 2 oder Divisionen durch 2 als Shifts ausgefiihrt werden kénnen.
Somit haben alle arithmetische Operationen lineare Komplexitdt, was quadratische Kom-
plexitét fiir den Algorithmus ergibt.

In den ersten zwei Schritten wird auf den Fall a oder b ungerade reduziert. Mit den neuen
Werten o', b und

g = ggT(d,b)
folgt dann in Schritt 8
g =geT(a,b) = ggT(a"- 2%V -2°) = ¢ 2°.
Zur Analyse der Schritte 3-7 betrachten wir die Eigenschaft
Ti=d Ty+V Ty ()

eines Tripels ganzer Zahlen T' = (T1,T»,T3). Die Startwerte fiir A und B in Schritt 3 haben
diese Eigenschaft. Wenn A und B die Eigenschaft (%) besitzen, dann auch die Tripel

A—B bzw. B—A
in Schritt 6 bzw. 7. Wenn A1, As und As gerade sind, dann hat auch das Tripel
(A1/2,A2/2, A3/2)

in Schritt 4 die Eigenschaft (x). Wenn Ay gerade ist, As oder Az ungerade sind und Ay > 0
ist, dann ist As < 0, sowohl Ay — U als auch As+ o' gerade und das Tripel

(A1/2, (A2 = V)/2, (A3 + d)/2)

in Schritt 4 hat wieder die Eigenschaft (x). Analoges gilt im Fall Ay < 0, wo Ag > 0 ist.
Schliefslich gilt fiir Ay = By in Schritt 8

g/:Blza/'Bg—l-b/'Bg
und
g=Bs-a+Bs-b.
]

Beispiel 7.4. Fiir a = 138 und b = 48 liefert der binédre erweiterte euklidische Algorithmus
e=1,¢g=3-2" u=—9 v =26 und ggT(138,48) = 6.

Satz 7.7 (Berechnung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen). Seien a und b ganze Zahlen
ungleich Null. Dann gilt
|a] - [b]

keV(a,b) = - L
gVi(a.b) ggT(a,b)
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Beweis. Offensichtlich ist

S Id a| = |al
ggT(a,b) ggT(a,b)

ein Vielfaches sowohl von a als auch von b und somit ein gemeinsames Vielfaches. Wir zeigen,
dass m das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b ist. Sei dazu eine positive ganze Zahl
z gemeinsames Vielfaches von a und b. Dann gibt es ganze Zahlen c,d mit

- [0l

z=c-a und z=d-b.
Nach Satz 7.5 existieren Zahlen u,v mit

u-a+v-b=ggT(a,b).

Es folgt
u-a+v-b U-a v-b u-a-d-b v-b-c-a
:7-2’:7-2—’—7‘2: —|— =
geT(a,b) geT(a,b) geT(a,b) ggT(a,b)  ggT(a,b)
a-b
——(u-d+v-c)=m-vz(a-b)- (u-d+v-c
T COR ) (a:8) )

und damit ist z ein Vielfaches von m. Aus z,m > 0 folgt vz(a-b) - (u-d+v-c) > 0, somit
z = m und wegen der Totalitdt von > ist m das kleinste gemeinsame Vielfache von a
und b. O

7.3 Primzahlen

Definition 7.4 (Primzahl). Eine natiirliche Zahl p heifst Primzahl, wenn p ¢ {0,1} und p
nur die trivialen Teiler besitzt.

Satz 7.8 (Primzahl teilt Faktor). Sei p eine Primzahl und seien a,b € Z. Wenn p das
Produkt a - b teilt, dann teilt p auch einen der Faktoren a oder b.

Beweis. Sei ¢ € 7Z mit
c-p=a-b.

Wenn p die Zahl a teilt, sind wir fertig. Wenn p die Zahl a nicht teilt, dann ist ggT(a,p) = 1.
Daher gibt es ganze Zahlen v und v mit

l=uw-a+v-p.

Es folgt
b=b-u-a+b-v-p=u-c-p+b-v-p=(u-c+b-v)-p,

somit ist p ein Teiler von b. O
Satz 7.9 (Primfaktorzerlegung). Jede ganze Zahl grofer als 1 kann als Produkt von Primzahlen

geschrieben werden. Diese Primzahlen heiflen Primfaktoren der Zahl und sind bis auf die
Reihenfolge eindeutig bestimmi.
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Beweis. Es sei a eine ganze Zahl groker als 1. Wir zeigen die Existenz der Primfaktorzerlegung
durch Induktion nach a. Wenn a = 2, dann ist a eine Primzahl. Wenn a > 2, dann ist a
entweder eine Primzahl oder es gibt ganze Zahlen b, c mit

a=b-¢c und 1<b<a und 1<c<a.

Nach Induktionsannahme sind die Zahlen b und ¢ Produkte von Primzahlen, somit auch die
Zahl a.
Wir beweisen noch die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Seien

a=Dp1p2- Pk =4q1492 - q¢

zwei Zerlegungen von a in Primfaktoren. Wir zeigen durch wohlfundierte Induktion, dass die
Primfaktoren der zwei Zerlegungen bis auf die Reihenfolge gleich sind. Da p; das Produkt
q1G2 - - - qq teilt, gibt es nach Satz 7.8 eine Zahl j € {1,...,¢} mit p1 = g;. Somit ist

H qi
1<i<e
i#]
und die Behauptung folgt aus der Induktionsannahme. O

Wihrend der grofite gemeinsame Teiler mit dem (bindren) euklidischen Algorithmus schnell
berechnet werden kann, ist die Berechnung der Primfaktorzerlegung im Allgemeinen aufwén-
dig. Daher sollten Rechenverfahren, in denen Zahlen in Primfaktoren zerlegt werden miissen,
nach Moglichkeit vermieden werden. Umgekehrt ist die RSA-Verschliisselung sicher, weil
(derzeit) keine effizienten Verfahren zur Faktorisierung von grofen Zahlen bekannt sind.

Satz 7.10. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir nehmen an, die Zahlen p1,ps,...,p, wiren samtliche Primzahlen. Sei

n
q:= Hpi .
i=1

Dann ist g+ 1 grofer als jede Primzahl und somit keine Primzahl. Nach Satz 7.9 gibt es eine
Primzahl p;, die ¢ + 1 teilt. Da p; auch q teilt, wiirde p; auch 1 teilen, was im Widerspruch
zur Primheit von p; steht. O

Satz 7.11 (Berechnung von ggT und kgV aus der Primfaktorzerlegung). Seien a und b
positive ganze Zahlen mit Primfaktorzerleqgungen

n

a:pri und b:ﬁp{i,
=1

i=1
wobei pi,...,pn paarweise verschiedeme Primzahlen und eq,...,en, f1,..., fn natirliche
Zahlen sind. Dann gilt

ggT(a,b) H min(eifi) g kegV(a,b) H e e“f’
=1

wobei min(e;, f;) bzw. max(e;, f;) die kleinere bzw. die grofiere der zwei Zahlen e; und f;
bezeichnet.
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Beweis. Die Zahl .
d— Hp;nin(ei’fi).
i=1

teilt offenbar die Zahlen a und b. Da nach Satz 7.9 die Primfaktorzerlegungen von a und b

eindeutig sind, kann ihr gréfster gemeinsamer Teiler keine anderen Primfaktoren als py, ..., pn
enthalten. Somit darf p; in ggT(a,b) nur min(e;, f;)-mal auftreten. Daher ist d = ggT(a,b).
Die Behauptung fiir kgV(a, b) folgt aus Satz 7.7. O

7.4 Restklassen

Definition 7.5 (Kongruenz, Restklassen). Sei n eine positive ganze Zahl. Zwei ganze Zahlen
a, b heiflen kongruent modulo n, in Zeichen

a=pb,
wenn ihre Reste nach Division durch n
amodn und bmodn

gleich sind. Kongruenz modulo n ist eine Aquivalenzrelation (siche Aufgabe 7.7). Die Aqui-
valenzklasse einer ganzen Zahl a ist

a:={a+z-n|lzeZ}

und wird die Restklasse von a modulo n genannt. Die Menge aller Restklassen modulo n
wird mit
Z/n (Sprechweise: Z modulo n)

bezeichnet. Als Représentantensysteme verwenden wir iiblicherweise die kleinsten nicht-
negativen Reste
{0,1,2,...,n—1}

oder die absolut-kleinsten Reste

{-n/2+1,...,-1,0,1,...,n/2} falls n gerade
{-(n—=1)/2,...,-1,0,1,...,(n—1)/2} falls n ungerade.

In der Literatur wird fiir a =, b oft auch
a=b modn

geschrieben.

Satz 7.12 (Restklassenarithmetik). Die Abbildungen

+:Z/nx Z/n— Z/n, (@b)—a+b:=a+b,

und
2 Z/nx Z/n— Z/n, (@b)—a-b=a-b,

sind wohldefiniert. Mit diesen Rechenoperationen ist Z /n ein kommutativer Ring. Das Nul-
lelement von Z /n ist 0, das Einselement ist 1.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Operationen wohldefiniert sind. Seien dazu a,c,b,d € Z.
Die Addition ist wohldefiniert, wenn aus

@=¢ und b=d auch a+b=c+d folgt.
Wenn @ = ¢ und b = d, dann sind a — ¢ und b — d Vielfache von n. Wegen
(a—c)+(b—d) = (a+b) - (c+d)

ist auch (a 4+ b) — (¢ + d) ein Vielfaches von n. Somit gilt

was die Wohldefiniertheit von + beweist. Wegen
ab—cd=a(b—d)+ (a—c)d

ist

a-b=c-d,

was die Wohldefiniertheit von - beweist. Da + und - iiber die Addition und Multiplikation
ganzer Zahlen definiert sind, erfiillen sie die Rechenregeln eines kommutativen Rings. O

0=1{0,5,10,15,...} =5,
und 244 =6 = 1.

Beispiel 7.6. In der Programmiersprache C wird im Datentyp unsigned int im Restk-
lassenring 7 /n mit n = 232 bzw. n = 264 gerechnet. Auf einer 32-Bit Architektur ergibt
die Summe von 232 — 1 und 1 dann 0.

Satz 7.13 (Invertierbarkeit von Restklassen). Sei n eine positive ganze Zahl und a eine
ganze Zahl ungleich Null.

(1) Die Restklasse von a modulo n ist genau dann invertierbar, wenn
ggT(a,n) = 1.

In diesem Fall kénnen mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus ganze Zahlen u, v
mit u-a+v-n=1 berechnet werden, und dann ist

—1

a " =u.

(2) Der Ring Z /n ist genau dann ein Kérper, wenn n eine Primzahl ist.
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7 Zahlentheorie

Beweis. (1) Wenn ggT(a,n) =1 und u-a+v-n =1 ist, dann ist
l=u-a+v-n=u-a+v-0=71u-a.
Wenn umgekehrt @ invertierbar ist, dann gibt es eine ganze Zahl b mit
@-b=1 und ab—1=0.

Somit ist n ein Teiler von ab—1. Da ggT(a, n) sowohl a als auch ab—1 teilt, ist ggT(a,n) = 1.
(2) Sei n eine Primzahl und a eine ganze Zahl. Dann ist entweder a ein Vielfaches von n
oder ggT(a,n) = 1. Somit folgt die Behauptung aus (1). O

Beispiel 7.7. Die Zahl 6 ist nicht invertierbar modulo 26, das Inverse von 5 modulo 26 ist
21. Der Ring Z /2 ist ein Korper mit zwei Elementen, der Ring Z /256 ist kein Korper.

Satz 7.14 (der kleine Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl und sei a eine ganze Zahl, die
nicht von p geteilt wird. Dann gilt
=1
» 1.
Beweis. Die Restklassen
1a,2a,...,(p—1)a

sind alle von 0 und untereinander verschieden und damit eine Permutation von

1,2,...,p—1.

Somit ist

Kiirzen liefert das Ergebnis. O

Satz 7.15 (chinesischer Restsatz). Seien p und q positive ganze Zahlen mit ggT(p,q) = 1,
und seien a und b beliebige ganze Zahlen. Dann hat das Kongruenzensystem

X Ep a

r=¢b
die eindeutige Losung

T =pq vqa + upb ,
wobei die ganzen Zahlen u und v mit
up +vqg =1
durch den erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet werden kinnen.
Beweis. Nach Konstruktion gilt
T =p a =, la =, (vq+up)a =p (vga + upa) =, vqa

und

r=qb=41b=, (vq + up)b =4 (vgb + upb) =, upb.
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7.4 Restklassen

Beispiel 7.8. Die eindeutige Losung des Kongruenzensystems

Ir =5 1
.73572
ist
T =35 16.

Anwendung findet die modulare Arithmetik zum Beispiel bei Kryptosystemen, wo die
Verschliisselungsfunktion leicht zu berechnen aber schwer umzukehren sein soll.
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7.5 Aufgaben

Aufgabe 7.1. Sei b = 3. Berechnen Sie 122 + 211.

Aufgabe 7.2. Berechnen Sie 3'2. Wie viele Multiplikationen benétigt man mit dem Ver-
fahren des schnellen Potenzierens (Satz 7.2)?

Aufgabe 7.3. Sei a = 192 und b = 48. Berechnen Sie mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus ganze Zahlen u und v, sodass u - a + v - b = ggT(a,b).

Aufgabe 7.4. Sei a = —12 und b = 75. Berechnen Sie mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus ganze Zahlen u und v, sodass u-a+v - b= ggT(a,b).

Aufgabe 7.5. Berechnen Sie mit dem bindren erweiterten euklidischen Algorithmus ganze
Zahlen u und v, sodass u - 192 + v - 48 = ggT(192,48).

Aufgabe 7.6. Kann im binéren erweiterten euklidischen Algorithmus in Schritt 8 auch
g=A1-2°u= Ay, v = A3

verwendet werden?

Aufgabe 7.7. Zeigen Sie, dass Kongruenz modulo n eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 7.8. Berechnen Sie das inverse Element von 21 modulo 16. Welche Restklassen
modulo 16 sind invertierbar?

Aufgabe 7.9. Losen Sie das Kongruenzensystem

T =8 1
Tr =11 2
Aufgabe 7.10. Ein alter Bauer hat 3 S6hne und 5 T6chter. Wenn er seine Kiihe gleichméafig

auf die S6hne aufteilt, bleibt eine Kuh {ibrig, will er seine Kiihe gleichméfig auf die T6chter
aufteilen, so bleiben 3 Kiihe tibrig. Wie viele Kiihe hat der Bauer (mindestens)?
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8

Regulare Sprachen

Reguldre Sprachen sind eine Klasse von formalen Sprachen, fiir die viele Eigenschaften
(effizient) iiberpriift werden konnen. Alle in diesem Kapitel verwendeten Alphabete sind
endlich, sofern nicht anders angegeben.

8.1 Deterministische endliche Automaten

Definition 8.1 (deterministischer endlicher Automat). Ein deterministischer endlicher Au-
tomat (DEA) ist gegeben durch

— eine endliche Menge @, deren Elemente Zustinde heiflen,

— eine endliche Menge X, die Fingabealphabet heifft und deren Elemente Fingabezeichen
genannt werden,

— eine Abbildung
0:QxY—Q

die Zustandsiibergangsfunktion heifft und angibt, wie sich der Zustand des Automaten
bei einer Eingabe dndert.

— einen ausgezeichneten Zustand s € @, der Startzustand genannt wird,
— eine Teilmenge F C @, deren Elemente akzeptierende Zustinde genannt werden.

Ein DEA A kann als Quintupel (@, %, 4, s, F') angegeben werden. Die Zustandsiibergangs-
funktion kann tabellarisch in der Zustandstabelle angegeben werden:

momentaner FEingabe
Zustand eex

Visualisiert kann der Automat durch seinen Zustandsgraphen werden, der als gerichteter
Graph wie folgt definiert ist:
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— Die Ecken sind die Zustande.

— Fiir Zustéande p, g € @ sind die Kanten von p nach ¢ alle Tripel

(p,a,q) mit a€X und d(p,a) =q.

Ublicherweise schreibt man auf jede Kante (p, a, q) die Eingabe a, den Startzustand markiert
man mit einem Pfeil und die akzeptierenden Zustédnde werden mit einem doppelten Kreis
gekennzeichnet.

Beispiel 8.1. Der DEA A = ({qo,q1,492},{0,1}, 9, qo, {g2}) mit Zustandstabelle

0 1
qo | 91 9o
q1 | 491 Q2
92 | 92 Qg2

besitzt den folgenden Zustandsgraphen:

o=
o=
@

Gleichzeitig ist auch eine Darstellung durch die Zustandstabelle denkbar, wenn man zu-
sétzlich den Startzustand mit — sowie die akzeptierenden Zustdnde mit * markiert.

0 1

—q0 | @1 9o
q1 | 491 Q2
*q2 | 92 Q2

Definition 8.2 (erweiterte Zustandsiibergangsfunktion). Sei A = (@, %, 0, s, F) ein DEA.
Dann heift §: Q x ¥* — @Q die erweiterte Zustandsiibergangsfunktion und ist induktiv defi-
niert:

1. Basis:

A~

d(g,e):=¢q firalleqe@.
2. SCHRITT:

3(q,xa) = 5(5(q,m),a) firalleg€e Q,a€ X und x € X*.

Beispiel 8.2. Fiir den DEA aus Beispiel 8.1 gilt 6(¢o,0010) = gs.
Definition 8.3 (Sprache eines DEA). Fiir einen DEA A = (Q,%,6,s, F) ist

L(A) :=={z € X" |d(s,z) € F}.

die von A akzeptierte Sprache.
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Anschaulich interpretiert ist die von A akzeptierte Sprache die Menge der Worter iiber X
die im Zustandsgraphen von A vom Startzustand in einen akzeptierenden Zustand fithren.

Beispiel 8.3. Fiir den DEA A aus Beispiel 8.1 gilt L(A) = {01y | z,y € ¥*}. Die Sprache
L(A) beschreibt die Menge aller Worter, in welchen eine 1 direkt auf eine 0 folgt. Somit sind
z.B. die Wérter 01,11010, 100011, 0101 in L(A) enthalten.

Definition 8.4 (reguldre Sprache). Eine formale Sprache L heifit reguldr, wenn es einen
DEA A gibt, sodass L(A) = L.

Beispiel 8.4. Alle endlichen Sprachen sind regulér.

8.1.1 Minimierung

In der Praxis interessiert man sich fiir méglichst kleine Automaten, also solche die eine
minimale Anzahl an Zustdnden haben.

Definition 8.5 (erreichbarer Anteil). Sei A = (@, X, d, s, F) ein DEA. Dann heifst der DEA
A =(Q,%,d,s, F') der erreichbare Anteil von A, wobei

-~ Q' ={qe Q] esgibt ein x € X* mit 5(5,:13) =q},
- §:Q ' xX = Q mit §(q,a) :=(q,a) fir alleg € Q" und a € &
- F=Fnqg

Insbesondere konnen erreichbare Zustédnde mittels Nachfolgersuche (Satz 5.6) berechnet
werden.

Beispiel 8.5. Der DEA aus Beispiel 8.1 stimmt mit seinem erreichbaren Anteil iiberein. Im
DEA aus Beispiel 8.6 erhdlt man den erreichbaren Anteil durch Weglassen von Zustand gs.

Satz 8.1 (Sprache des erreichbaren Anteils). Sei A ein DEA und A’ der erreichbare Anteil
von A. Dann ist L(A) = L(A’).

Beweis. Weil §' wohldefiniert, s C Q' und F' C Q' ist (Q',%,0', s, F') ein DEA. Es gilt

L(A) = {z e X% | é(s,z) € F} (Definition 8.3)
={zex*|¥(s,z) € F'} (%)
=L(A") (Definition 8.3)

Der Schritt (x) folgt direkt aus Aufgabe 8.4, welche zeigt, dass 8(s,z) = §'(s,x) fiir alle
x e X" O

Definition 8.6 (Aquivalenz von Zustéinden). Sei A = (Q, %, d, s, F') ein DEA. Zwei Zusténde
p € Q und g € Q heiben dquivalent, wenn fiir jedes Wort x € X7, d(p,z) € F genau dann,
wenn 6(q,z) € F.

Beispiel 8.6. Sei der folgende DEA gegeben durch den Zustandsgraphen:
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Betrachte gp und gg: Die Worter €0, und 1 sind nich:c geeignet die beiden Zustédnde als
nicht dquivalent festzustellen. Aber d(qp,01) = g2 und §(gs,01) = q4; also sind gy und gg
nicht dquivalent.

Satz 8.2. Aquivalenz von Zustinden ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Man priift Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitdt nach. O

Definition 8.6 liefert ein Kriterium, wann zwei Zusténde in einem DEA zusammengefasst
werden konnen. Da fiir dieses Kriterium aber unendlich viele Worter betrachtet werden
miissen, fithren wir eine alternative Definition ein.

Definition 8.7 (Unterscheidbarkeit von Zustdnden). Sei A = (Q, X, 0, s, F) ein DEA. Zwei
Zustande p € Q und q € Q sind unterscheidbar,

1. BAsis: wenn p € F' genau dann, wenn ¢ ¢ F' oder

2. SCHRITT: wenn es unterscheidbare Zustdnde u und v sowie ein a € ¥ gibt, sodass
0(p,a) = wund §(q,a) = v.

Aus Definition 8.7 erhalten wir einen Algorithmus (Definition 8.8) zum Auffinden von
unterscheidbaren Zustandspaaren. Vorher widmen wir uns aber noch dem Zusammenhang
von Aquivalenz und Nicht-Unterscheidbarkeit.

Satz 8.3 (Aquivalenz entspricht Nicht-Unterscheidbarkeit). Sei A = (Q,¥,6, s, F) ein DEA
und seien p,q € Q. Dann sind p und q dquivalent genau dann, wenn sie nicht unterscheidbar
sind.

Beweis.

— = Wir zeigen die Kontraposition der Aussage, also
Wenn p und q unterscheidbar sind, sind sie nicht dquivalent.

Seien p und q unterscheidbar. Wir fithren den Beweis iiber strukturelle Induktion be-
ziiglich der Unterscheidbarkeits-Definition. Im Basisfall gilt: p € F < q ¢ F. Somit
ist S(p, €) e F & 3((1,6) ¢ F und damit sind p und q nicht dquivalent. Im Induk-
tionsschritt folgt, weil p und q unterscheidbar sind, dass es ein a € % und u,v € Q
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gibt, wobei 6(p,a) = u, §(¢,a) = v und u und v unterscheidbar sind. Laut Induk-
éionshypotheseAsind w und v nicht éiquiva]enj; und somit gibAt es ein x € X*, sodass
d(u,x) € F & 6(v,x) ¢ F. Somit folgt aber d(p,ax) € F < 0(q,ax) ¢ F. Also sind p

und ¢ nicht dquivalent.
— « Seien p und q nicht unterscheidbar. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir
an, dass p und q nicht dquivalent sind.

Im Beweis benutzen wir folgendes Minimalitdtskriterium. Wenn p und ¢ nicht dquiva-
lente Zustande sind, die nicht unterscheidbar sind, dann muss es Zustéinde p', q' geben,
die nicht unterscheidbar und nicht dquivalent sind und

6(p',z) € Fund 6(¢,z) ¢ F. (8.1)

wobei es kein kiirzeres x € ¥* gibt, das zwei Zustidnde als nicht dquivalent zeigt.

Wenn = = €, dann folgt p’ € F und ¢’ ¢ F, was einen Widerspruch zu der Annahme
(dass p' und ¢’ nicht unterscheidbar sind) gibt.

Im anderen Fall ist x = ay. Sei 6(p/,a) = u und 6(¢’, a) = v. Klarerweise sind u und v
nicht unterscheidbar (denn sonst wéren entgegen unserer Annahme laut Definition 8.7
auch p’ und ¢ unterscheidbar). Aus (8.1) folgt, dass 6(u,y) € F und §(v,y) ¢ F. Somit
erhalten wir einen Widerspruch zur Annahme (dass es kein kiirzeres Wort als x gibt,
welches zwei nicht unterscheidbare Zustédnde als nicht dquivalent entlarvt).

O]

Definition 8.8 (Markierungsalgorithmus). Sei A = (Q,%,0,s,F) ein DEA. Zur Initial-
isierung (Basis) markiert der Algorithmus alle Paare von Zustdnden, sodass ein Zustand
akzeptierend ist und der andere nicht. Solange (Schritt) es ein nicht markiertes Zustandspaar
(p,q) € Q x Q und ein a € ¥ gibt, sodass d(p,a) = v und §(q,a) = v, wobei (u, v) markiert
ist, so wird auch (p, ¢) markiert.

Weil der Markierungsalgorithmus jene Zustandspaare markiert, die unterscheidbar sind,
bleiben genau die dquivalenten Zustandspaare unmarkiert.

Beispiel 8.7. Fiir den DEA aus Beispiel 8.6 sind die Zustidnde gg und g4, die Zustdnde ¢
und g7 sowie die Zusténde g3 und g5 dquivalent.

Der Markierungsalgorithmus bietet eine Methode um Automaten zu minimieren.
Definition 8.9 (Minimierungsalgorithmus). Sei A = (Q, 3,40, s, F') ein DEA.

1. Bestimme den erreichbaren Anteil A’ = (Q', %, ¢, s, F') von A.

2. Bestimme die dquivalenten Zustinde von A’ mit dem Markierungsalgorithmus.

3. Konstruiere den minimalen DEA B = (Qp, %, 05, sp, Fg), wie folgt:
— @p sind die Aquivalenzklassen von @',
~ 05([q],a) := [p] wenn ¢’(¢q,a) =p fiir a € ¥ und q € @',

— der Startzustand ist sp := [s],
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— die akzeptierenden Zusténde sind Fp = {[f] | f € F'}.

Beispiel 8.8. Fiir den Automaten aus Beispiel 8.6, liefert der Minimierungsalgorithmus die
folgenden Aquivalenzklassen: {qo, ¢4}, {q1, a7}, {a2}, {g5} und {gs}.

Satz 8.4 (Korrektheit des Minimierungs-Algorithmus). Sei A ein DEA und B der DEA der
durch Minimierung von A erhalten wurde. Dann ist L(A) = L(B).

Beweis. Man zeigt, dass der DEA B wohldefiniert ist (Aufgabe 8.5). Der Rest folgt aus
Satz 8.1 und Satz 8.3. O

Satz 8.5 (Optimalitdt des Minimierungs-Algorithmus). Sei A ein DEA und B der DEA, der
durch Minimierung von A erhalten wurde. Dann hat B eine minimale Anzahl an Zustinden,
d.h. jeder DEA der die selbe Sprache wie A akzeptiert hat mindestens so viele Zustinde wie
B. Daritiber hinaus ist der minimale DEA eindeutig bis auf Umbenennung der Zustinde.

Beweis. Siehe [3]. O

Satz 8.5 liefert eine Methode um zu entscheiden, ob zwei DEAs die selbe Sprache akzep-
tieren. Dazu vergleicht man die entsprechenden minimalen Automaten.

8.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 8.10. Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist gegeben durch

eine endliche Menge @), deren Elemente Zustdnde heiften,

eine endliche Menge %, die Fingabealphabet heifst und deren Elemente Eingabezeichen
genannt werden,

eine Abbildung
§:Q xY — PQ)

die Zustandstibergangsfunktion heifst und angibt, wie sich der Zustand des Automaten
bei einer Eingabe d&ndern kann.

eine Teilmenge S C @, deren Elemente Startzustdnde genannt werden,

eine Teilmenge F C @), deren Elemente akzeptierende Zustinde genannt werden.

Somit kann ein NEA durch das Quintupel (@, X, §, S, F)) angegeben werden. Die Zustand-
stabelle von DEAs beinhaltet fiir jeden Zustand und jede Eingabe genau einen Nachfolgezu-
stand. Im Gegensatz dazu gibt die Zustandstabelle von NEAs eine Menge von mdoglichen
Nachfolgezustinden an. Zudem kann ein NEA mehrere Startzustdnde haben.

Beispiel 8.9. Gegeben der NEA N durch die Zustandstabelle

0 1

—qo | {q0,a1} {qo}
o | {an} {e}
xq2 | {2} {a}
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In der Folge definieren wir die erweiterte Zustandsibergangsfunktion fir NEAs.
Definition 8.11 (erweiterte Zustandsiibergangsfunktion). Sei N = (@, %, 6, S, F') ein NEA.
Dann heift 0: Q x ¥* — P(Q) die erweiterte Zustandsiibergangsfunktion und ist wie folgt
definiert:

1. BAsiIs.
S(q, €):={q} firalleqge@.

2. SCHRITT.

0(q,za) := U d(p,a) firallege @,z €X  undac€X.
pEd(q.)

Weniger formal ausgedriickt: Wir berechnen 3(q,xa) indem wir zuerst 3(q,x) berechnen
und dann jedem Ubergang von einem dieser Zusténde folgen, der mit a markiert ist.

Beispiel 8.10. Sei N der NEA aus Beispiel 8.9. Dann ist 6(go,00101) = {qo, g2 }-
Definition 8.12 (Sprache eines NEA). Sei N = (@, X%, 4,5, F) ein NEA. Dann wird
L(N) := {z € £* | es gibt einen Zustand s € S, sodass 0(s,z) N F # @} .
als die von N akzeptierte Sprache bezeichnet.
Beispiel 8.11. Fiir den NEA N aus Beispiel 8.9 gilt L(N) = {201y | z,y € ¥*}.
Beispiele 8.3 und 8.11 zeigen, dass die Automaten A und N aus den Beispielen 8.1 und 8.9

die selben Sprachen akzeptieren. Das folgende Kapitel zeigt, dass dies kein Zufall ist, d.h.
jeder NEA kann in einen DEA umgewandelt werden, der die selbe Sprache akzeptiert.

8.2.1 Teilmengenkonstruktion

Definition 8.13 (Teilmengenkonstruktion). Sei N = (Qn, 2, 0w, S, Fy) ein NEA. Dann ist
A= (Qp,%,0p,S, Fp) ein DEA, wobei

1. @p ist die Menge der Teilmengen von Quy, also @p = P(Qn).

2. Firalle PeQpund a € X

Sp(P,a) = | on(p.a).

peEP

3. Fp ist die Menge {P C Qn | PN Fy # @}.
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Beispiel 8.12. Fiir den NEA N aus Beispiel 8.9 liefert die Teilmengenkonstruktion den
DEA A mit der Zustandstabelle:

0 1
1%} 1%} 6]

—{q} | {q0.a01} {q0}
{1} {1} {q2}
*{q2} {g2} {g2}
{eo, a1} | {01} {a0, 92}
#{q0,¢2} | {90, 91,92} {40, 42}
#{q1, 02} | {q1, @2} {a2}
#{q0,q1, 2} | {90, 01,32} {q0, 2}

Wir zeigen, dass die Teilmengenkonstruktion korrekt ist, d.h. dass der erzeugte DEA die
selbe Sprache akzeptiert wie der NEA.

Satz 8.6. Sei N = (Qn,%,0n, S, Fn) ein NEA und A = (Qp,%,0p, S, Fp) der durch die
Teilmengenkonstruktion berechnete DEA. Dann gilt L(A) = L(N).

Beweis. Aus den Definitionen von L(A) und L(N) erhalten wir:

L(A) ={z e X*|ép(S,z) € Fp} (Definition 8.3)
—{z e |ép(S,z) e {PCQn|PNFy+#2}} (Definition von Fp)
—{z e |ép(S,2)NFy # @}
={zex | |Jon(s,z)NFy # 2} (8.2)

seS
=L(N). (Definition 8.12)

Somit folgt das Resultat, wenn fiir alle Wérter x € ¥* und P C Qn:

op(Px) =] dn(p,z). (8.2)

peP
Wir zeigen (8.2) mittels struktureller Induktion iiber x.

1. BASIS: Sei x = €. Dann

op(Pye)=P=|J{p} = ] onpe). (83)

peP peEP
2. SCHRITT: Sei x = ya. Abkiirzend schreiben wir

on(P,x) fiir | ) on(p ).
peEP

Die Induktionshypothese lautet 6 (P, y) = 6 (P, y). Wir miissen é p(P, ya) = on (P, ya)
zeigen.
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dp(P,ya) = 6p(0p(P,y),a) (Definition 8.2)
= p(on(P,y), a) (TH)
= U on(p,a) (Definition von dp)

pEIN (Py)
= in(P,ya) (Definition 8.11)
0

Satz 8.7. Eine formale Sprache L wird von einem DEA akzeptiert, genau dann wenn L von
einem NEA akzeptiert wird.

Beweis.
<: Dieser Teil des Satzes folgt aus Satz 8.6.

= Dieser Teil ist einfach, da fiir jeden DEA A = (Q,%,0,s,F) der NEAN = (Q,%,0n,{s}, F)
die selbe Sprache akzeptiert, wobei én wie folgt definiert ist: dn(p,a) = {q} &=
d(p,a) = q.

O

Es ist zu beachten, dass die Teilmengenkonstruktion in Beispiel 8.12 einen unnétig grofien
DEA liefert, da von den 8 angegebenen Zusténden nur 3 vom Startzustand aus erreichbar
sind. Die nicht erreichbaren Zustédnde konnen laut Satz 8.1 aus dem Automaten entfernt
werden, ohne dass sich dabei die akzeptierte Sprache dndert.

Um diesem Tatbestand Rechnung zu tragen, kann nach der Teilmengenkonstruktion der
erreichbare Anteil (siche Definition 8.5) berechnet werden. Effizienter hingegen ist es, die
Zustandsibergangsfunktion dp nur fiir die erreichbaren Zustédnde zu berechnen. Es ist le-
icht einzusehen, dass die Zustdnde des DEA D auf die erreichbaren Teilmengen von Qy
eingeschrinkt werden konnen. Folglich miissen wir nur fiir diese Teilmengen die Ubergangs-
funktion 6 p berechnen.

Die Teilmengenkonstruktion fiihrt potentiell zu einer exponentiellen Explosion der betra-
chteten Zusténde. In der Praxis tritt diese Explosion jedoch recht selten auf. Das nédchste
Beispiel zeigt jedoch, dass wir einen (relativ) einfachen NEA angeben koénnen, sodass der
assoziierte DEA die potentielle obere Schranke fast erreicht.

Beispiel 8.13. Betrachte den folgenden NEA N:

0,1

@@ 2 O®

Zunéchst sehen wir, dass N genau die Worter iiber dem Alphabet {0, 1} akzeptiert, sodass
das n-te Zeichen vor Ende des Strings eine 1 ist. Es ist einfach einzusehen, dass jeder DEA
D, der dieselbe Sprache wie der NEA in Beispiel 8.13 akzeptieren soll, sich alle n Zeichen
merken muss, die vor dem Wortende gelesen werden. Angenommen D hétte nun weniger
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8 Regulére Sprachen

als 2" Zustande. Dann gibe es aber einen Zustand ¢, der nicht zwischen zwei verschiedenen
Zeichenreihen
aias - an und bibs - - by,

unterscheiden kann. Das fiihrt wie folgt zum Widerspruch. Da die beiden Worter verschieden
sind, muss es zumindest eine Position i geben, wo sie sich unterscheiden. Sei ¢ = 1 und
0.B.d.A!

konnen wir annehmen dass a; = 1 und b; = 0. Dann fiihrt das Wort aias - - - a,, zu einem
akzeptierenden Zustand, b1bs - - - b, hingegen nicht. Nach Voraussetzung kann ¢ aber nicht
zwischen den beiden Worten unterscheiden. Widerspruch.

Sei nun ¢ > 1, dann betrachten wir den Zustand p, in den D, nach dem Lesen von
aiay - - a,0°~" bzw. biby--- 0,01, kommt. Nun kann das Argument fiir den Zustand p
wiederholt werden und wir erhalten wiederum einen Widerspruch zur Annahme, dass D
existiert.

Sei N = (@,%,0,S5,F) ein NEA mit S = {s} und #(d(¢,a)) <1 fir alle ¢ € Q und
alle a € 3. Durch Einfiihren eines sogenannten Fangzustandes f ¢ @ und Erweiterung der
Zustandsiibergangsfunktion wie folgt:

d(g,a) falls g€ @ und #(d(g,a)) =1
{f} falls (g € @ und #(0(q,a)) =0) oder ¢g=f

erhilt man einen NEA N' = (QU {f},%,0y, S, F), der dieselben Worter wie N akzeptiert.
Aus dem NEA N’ konstruieren wir den folgenden DEA A:

o(q,a) :== {

A= (QU{f},X,ép,s, F).

Hier wird die Ubergangsfunktion 6p so definiert, dass fiir alle p,q € QU {f} und alle a € ¥
gilt: 0p(p,a) = q 1 d¢(p,a) = {q}. Es ist leicht einzusehen, dass die Automaten A, N' und
N die selbe Sprache akzeptieren. Der Automat A wird als DEA mit Fangzustand bezeichnet.
Aufgrund der Aquivalenz des NEA N mit dem DEA A werden in der Folge Automaten mit
genau einem Startzustand und hochstens einem Folgezustand oft als deterministisch beze-
ichnet. Nur wenn dieser erweiterte Begriff nicht zuléssig ist, wie etwa in der Minimierung von
Automaten, werden DEAs nach Definition 8.1 und DEAs mit Fangzustand unterschieden.

8.3 Endliche Automaten mit Epsilon-Ubergingen

Dieses Kapitel widmet sich e-NEAs, welche spontan (ohne das Lesen einer Eingabe) den
Zustand wechseln konnen.

Definition 8.14 (NEA mit e-Ubergingen). Ein eNEA N = (Q,%,6,S, F) ist gegeben
durch

— eine endliche Menge @, deren Elemente Zustinde heifien,

— eine endliche Menge X, die Fingabealphabet heifst und e nicht enthélt,

! Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
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— eine Abbildung
§6: Qx (XU{e}) = P(Q),

die Zustandsiibergangsfunktion heifst, und angibt wie sich der Zustand eines Automaten
bei einer Eingabe oder spontan &ndern kann,

— eine Teilmenge S C @, deren Elemente Startzustinde genannt werden,
— eine Teilmenge F' C @), deren Elemente akzeptierende Zustinde genannt werden.

Somit unterscheidet sich ein NEA von einem e-NEA nur durch die Zustandsiibergangs-
funktion §.

Beispiel 8.14. Sei der e-NEA N gegeben durch die folgende Zustandstabelle:

0 1 2 €

—=qo | {0} {01} {} o
o | {n} {e} 2 {qw}
@ | {2} 2 {ew} {a}

Um die erweiterte Zustandsiibergangsfunktion fiir e-NEAs zu definieren, benétigen wir die
Definition der e-Hiille.

Definition 8.15 (e-Hiille). Sei N = (Q,%,6,S,F) ein e-NEA. Die e-Hiille einer Menge
P C @ ist induktiv definiert:

1. Basis: Fiir alle p € P gilt p € e-Hiille(P).
2. ScHRITT: Wenn p € e-Hiille(P) dann ist 6(p, €) C e-Hiille(P).
Die e-Hiille kann mittels Nachfolgersuche (Satz 5.6) berechnet werden.

Beispiel 8.15. Fiir den e-NEA aus Beispiel 8.14 ist

e-Hillle({qo}) = {q0}, e-Hille{q1}) = {q0,¢1} und e-Hille({g2}) = {q0,q1,92} -

Definition 8.16 (erweiterte Zustandsiibergangsfunktion). Sei (@, X, d, S, F') ein e-NEA. Die
erweiterte Zustandsibergangsfunktion

§: Q x T = P(Q)
ist induktiv definiert:
1. BasIs: §(q, €) = e-Hiille({q}).
2. ScHRITT: §(q, za) = e-Hiille(U,e5(4.0) (P, @) -

Beispiel 8.16. Fiir den e-NEA aus Beispiel 8.14 ist

A ~

5(Q072) = {QO7Q17(]2} und 5(Q0721) = {Qanlan} .
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8 Regulére Sprachen

Definition 8.17 (Sprache eines e-NEA). Sei N = (Q,X%,6, S, F') ein e-NEA. Dann heifst
L(N) := {z € ©* | es gibt einen Zustand s € S, sodass (s, z) N F # @}
die von N akzeptierte Sprache.

Beispiel 8.17. Wir konstruieren einen e-NEA, der die Menge der Gleitkommazahlen akzep-
tiert. Gleitkommazahlen setzen sich wie folgt zusammen:

(a) einem optionalen Vorzeichen: +, —,

(b) einem Wort von Ziffern zwischen 0 und 9,

(¢) einem Dezimalpunkt und

(d) einem weiteren Wort von Ziffern zwischen 0 und 9.

Die in den Punkten (b) und (d) beschriebenen Worter konnen leer sein, aber zumindest
eines davon muss nichtleer sein. Der folgende Automat akzeptiert nun genau die gesuchte
Klasse von Gleitkommazahlen.

0,...,9
€’+a_ }1\ .
—{ 40 q1

~Q

Satz 8.8 (Entfernen von e-Ubergéingen). Sei N = (Q,%,6,S,F) ein e-NEA und N' =
(Q,%,0',5",F) ein NEA, wobei

~ S" = e-Hiille(S)
~ 0'(q,a) := e-Hiille(6(q, a)) fiir allea € X und g € Q.
Dann ist L(N) = L(N').
Beweis. Die Eigenschaft
ogz)= | ) firallqeQ zeX” (8.4)
p€e-Hiille({q})

kann mittels struktureller Induktion tiber x bewiesen werden (siehe Aufgabe 8.12). Somit
folgt das Resultat

L(N) = {z € ©* | es gibt ein s € S mit (s,2) N F # &} (Definition 8.17)

={x € X* | es gibt ein s € S mit ( U §'(s',x))NF + @} (8.4)
s'€e-Hiille({s})

= {x € X* | es gibt ein s € §' mit §'(s,z) N F # &} (Definition von S”)

=L(N'). (Definition 8.12)
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O

Satz 8.9. Fine Sprache L wird genau dann von einem NEA akzeptiert, wenn sie von einem
e-NEA akzeptiert wird.

Beweis.
1. Wenn: Dieser Teil des Satzes folgt aus Satz 8.8.

2. Nur-dann-wenn: Dieser Teil ist einfach, da jeder NEA in einen e-NEA iibergefiihrt
werden kann, indem die Zustandsiibergangsfunktion ¢ fiir das Zeichen e fiir alle g € Q)
wie folgt erweitert wird: d(q,€) = @.

O]

Beispiel 8.18. Fiir den e-NEA aus Beispiel 8.14 liefert Satz 8.8 den NEA mit der Zustand-
stabelle:

0 1 2
—qo {a0} {e0, 1} {90, 91,02}
o | {eo, a1} {90, q,e} @
*q2 | {qo,q1, g2} 2 {q0}

8.4 Reguldre Ausdriicke

Definition 8.18 (Regulédre Ausdriicke). Sei ¥ ein Alphabet, welches die Zeichen {&,€,*,+}
nicht enthélt. Die formale Sprache der reguldren Ausdriicke iiber 3 ist induktiv definiert:
1. BaAsis
— @ ist ein reguldrer Ausdruck.
— € ist ein reguldrer Ausdruck.

— Fiir jedes a € ¥ ist @ ein reguldrer Ausdruck.

2. SCHRITT

— Fiir jeden reguldren Ausdruck E ist auch die Iteration (E*) ein regulérer Aus-
druck.

— Fiir regulire Ausdriicke F und F ist auch die Konkatenation (EF) ein regulérer
Ausdruck.

— Fiir reguldre Ausdriicke £ und F' ist auch die Alternative (E + F') ein regulérer
Ausdruck.

Beispiel 8.19. Sei ¥ = {0,1} ein Alphabet. Dann sind
@, € 0, ((00)1), (0(01)), ((01)*), (((01)+€)0)

reguldre Ausdriicke iiber X.
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Um Klammern einzusparen, verwenden wir die folgenden Prioritdten fiir die Operatoren:
Die Iteration * bindet starker als Konkatenation und Alternative. Die Konkatenation bindet
starker als die Alternative. Sowohl Konkatenation als auch Alternative sind links-assoziativ.

Beispiel 8.20. Somit schreiben wir gemafs obiger Konvention fiir Beispiel 8.19 die reguléren

Ausdriicke als
@, € 0, 001, 0(01), (01)*, (01+¢€)0.

Regulédre Ausdriicke konnen dazu verwendet werden um formale Sprachen zu beschreiben.
Dazu wiederholen wir folgende Definitionen:

-~ LUM :={x|x € L oder x € M}.
~ LM :={zy|x €L, ye M}.

~ LY:={e}, Lt .= LL"™

C L= L

Definition 8.19 (Sprache eines reguldren Ausdrucks). Die Sprache eines reguliren Aus-
drucks ist induktiv definiert:

1. Basis

- L(®) :=o.

— L(e) := {€}.

— Fiir jedes a € ¥ ist L(a) := {a}.
2. SCHRITT

~L(E*) = (L(B)*.

- L(EF) :=L(E)L(F).

-~ L(E+ F) :=L(E)UL(F).

Wir nennen regulire Ausdriicke E und F' dquivalent und schreiben E' = F', wenn L(F) =
L(F).

Beispiel 8.21. Die reguldren Ausdriicke aus Beispiel 8.19 beschreiben die folgenden Spra-
chen:
o, {e}, {0}, {001}, {001}, {e01,0101,...}, {010,0}.

Beispiel 8.22. Sei ¥ = {0, 1}. Fiir den reguldren Ausdruck
E=(0+1)*01(0+1)*

ist

L(E) = {201y | xz,y € ¥*}.
Wir geben einige algebraische Gesetze fiir regulére Ausdriicke an.

Satz 8.10. Seien D, E, I requlire Ausdriicke, dann gilt:
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-~ L(E+ F)=L(F+E), dos Kommutativgesetz der Alternative.

-~ L(D+E)+F)=LD+ (E+F)), das Assoziativitatsgesetz der Alternative.

— L((DE)F) = L(D(EF)), das Assoziativitéitsgesetz der Konkatenation.
Beweis. Der erste Punkt folgt direkt aus Definition 8.19 und der Kommutativitdt der Men-
genvereinigung, also L(E + F) = L(E) UL(F) = L(F) UL(F) = L(F + E). Die anderen
Punkte sind analog. O
Satz 8.11. Sei E ein reguldrer Ausdruck, dann gilt:

-~ L@+ E)=LE+9)=L(FE), dh. @ ist das neutrale Element fir die Alternative.

— L(eE) = L(Ee) = L(E), d.h. € ist das neutrale Element der Konkatenation.

- L(BE) = L(E®) = @, d.h. @ ist ein Annihilator der Konkatenation.

Beweis. Ubung. O

Satz 8.12. Seien D, E, F' requldre Ausdricke, dann gilt:

-~ L(D(E+ F)) = L(DE + DF), linkes Distributivgesetz der Konkatenation beziglich
der Alternative.

— L((E+ F)D) = L(ED + FD), rechtes Distributivgesetz der Konkatenation beziglich
der Alternative.

Beweis. Ubung. O

Satz 8.13. Sei E ein requldrer Ausdruck, dann gilt:
- L(E+ E) = L(E), Idempotenzgesetz.
Beweis. Ubung. O

Satz 8.14. Seien E und F requldrere Ausdriicke, dann gilt:

© L(E*) = L(E*E*) = L(E* + E*) = L((E*)*).

- L(@*) = L(e*) = {e}.

- L(E+ F)*) = L((E* + F*)*) = L((E*F*)*) = L((E*F)*E*) = L(E*(FE*)*).

Beweis.

— Um L(E*) = L((E*)*) zu zeigen, zeigen wir L(E)* = (L(E)*)*. Wenn z € L(E)*, dann
gibtesxy, ..., %y, sodass = x1 ...x, mitx; € L(E) firl <i<n.AusL(E) C L(E)*
erhalten wir z; € L(E)* fir 1 <i < n, was zu x € (L(E)*)* fiihrt. Wenn umgekehrt
x € (L(E)*)*, dann gibt es z1,...,z, sodass x = xj...x, wobel x; € L(E)* fir
alle 1 < i < n. Wegen z; € L(E)* gibt es yi1, ... Yim,;, sodass x; = Yi1 ... Yim,; mit
yij € L(E) fiir alle1 <i<nund1 < j < m;. Weil wir x wie folgt darstellen kénnen
=Y Ylm Y21 -« - Y2my - - - Ynl - - - Ynm, f0lgt somit x € L(E)*.
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— Zundchst zeigen wir L(E*) = L(E*E*). Dazu reicht es zu zeigen, dass L(E)* =
L(E)*L(E)*. Einerseits, wenn x € L(E)*, dann xe € L(E)*L(E)*, also L(E)* C
L(E)*L(E)*. Andererseits wenn x € L(E)*L(E)*, dann existieren Worter y, z aus
L(E)*, sodass = = yz. Also existieren k,l € N sodass y € L(E)¥, z € L(E)! und somit
r € L(E)F, womit gezeigt wire dass x € L(E)*. Es folgt L(E)*L(E)* C L(E)* und
L(E)* =L(E)*L(E)* ist gezeigt.

— Nun zeigen wir L((E + F)*) = L((E* + F*)*). Einerseits wenn z € L((E + F)*), dann
existiert n € N, sodass x = x; -+ - @y, und fiir alle 1 <i < n:x; € L(E+ F). Somit gilt
x; € L(E*+ F*) und in Summe: x € L((E*+ F*)*), also L((E+ F)*) C L((E*+ F*)*).
Andererseits, sei © € L((E*+ F*)*). Dann existiert n € N, sodass ¢ = x1 - - - ,, und fiir
allel < i< n:xz; € L(E*+ F*). Zundchst nehmen wir an, dass x; € L(E*), dann gilt
aber auch x; € L((E+ F)*). In gleicher Weise folgt x; € L((E+ F)*), wenn z; € L(F™*).
Somit gilt z € L(((E+ F)*)*) = L((E+ F)*) und L((E* + F*)*) CL((E+ F)*), also
auch L((E+ F)*) = L((E* + F*)*).

Rest: Ubung. O

8.4.1 Endliche Automaten und regulidre Ausdriicke

Satz 8.15. Sei N ein e-NEA. Dann existiert ein requldrer Ausdruck R mit L(N) = L(R).

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass N die n Zustdnde {1,...,n} besitzt (ansonsten be-
nennen wir entsprechend um). Wir definieren regulare Ausdriicke Rl(]-c) induktiv. Informell
beschreiben diese Ausdriicke die Symbole, die in N auf einem Weg (im Zustandsgraph) vom
Zustand i zum Zustand j gelesen werden. Als Zusatzbedingung fiir den Weg von i nach %

fordern wir, dass zwischen ¢ und j nur Zustidnde < k besucht werden. Wir definieren Rz(jk
induktiv:

Basis. k£ = 0. Wir betrachten nur die Wege der Liange maximal 1, also Kanten, die von 1
nach j fiihren und den leeren Weg. Wir unterscheiden die Félle i # j und i = j.

i#j  — Wenn es keine solche Kante gibt, dann setzen wir Rg.]) =g.
— Wenn es Kanten (i,a1,j), ..., (i,a;,7) mit ai,...,a; € ¥ U {e} gibt, setzen wir
RY =a1+-+a.

(0)

i =4 — Wenn es keine solche Kante gibt, dann setzen wir RZ»J = €.
— Wenn es Kanten (i,a1,j), ..., (i,a;,j) mit a1,...,a; € ¥ gibt, setzen wir R,g-)) =
€et+a1+---+a.

SCHRITT. k > 0. Angenommen es gibt einen Weg von ¢ nach j, der nur durch Zustinde mit
Nummer < k fithrt. Wir betrachten zwei Féalle.

(k=1)

— Zustand k liegt nicht auf dem Weg. Dann kénnen wir Ri] verwenden.

— Zustand k liegt auf dem Weg. Wir spalten den Weg in mehrere Teilstiicke. Der erste
Teil fithrt von i nach k ohne k zu passieren, der letzte von k nach j, ebenfalls ohne k
zu passieren. Die mittleren Stiicke fiihren jeweils von k nach k.

Graphisch ldsst sich die Zerlegung wie folgt darstellen:
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<k <k <k <k
O, (5 (%) ©

k— k— k—1
Ry (R D) Rl(cj :

Die Menge der gelesenen Worter kénnen wir also durch

k—1) , p(k—1)\4 p(k—1
Ry V(R RETY,
beschreiben. Das beendet die induktive Definition.

In Summe erhalten wir die folgende rekursive Definition:
k k—1 k—1 k—1 k—1
R o= R 4 R R R 9

Der reguldre Ausdruck, der L(N') beschreibt, ist durch die Alternative aller Rg?) gegeben,
sodass s ein Startzustand und f akzeptierend ist. Wir definieren:

— p) (n) (n) (n) (n) (n)
R:= R51f1 +”'+Rs1fl+R32f1+”'+R52fz +'”+Rsmf1+"'+Rsmfl
wobei s1,..., sy alle Startzustdnde und f1,..., f; alle akzeptierenden Zustidnde in N beze-
ichnen. ]

Beachten Sie die Ahnlichkeit des gegebenen Beweises zu den Korrektheitsbeweisen fiir die
Algorithmen von Warshall und Floyd (siehe Satz 5.4 und 5.5). Im Folgenden wenden wir das
Verfahren aus Satz 8.15 auch fiir DEAs und NEAs an.

Beispiel 8.23. Fiir den DEA A gegeben durch den Zustandsgraphen

0 1
1
- ©
0

liefert Satz 8.15 (nach Vereinfachungen) den reguldren Ausdruck 0*1(0*1)*.
Satz 8.16. Sei R ein reguldrer Ausdruck. Dann ezistiert ein e-NEA N, sodass L(R) = L(N).

Beweis. Sei R ein reguldrer Ausdruck. Im Beweis zeigen wir dariiber hinaus, dass der e-NEA
N

— genau einen akzeptierenden Zustand,
— keine Kanten zum Startzustand und

— keine Kanten vom akzeptierenden Zustand
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besitzt. Wir verwenden strukturelle Induktion iiber reguldre Ausdriicke.
BAsis. Fiir die reguldren Ausdriicke €, @ und a mit a € 3. betrachten wir die folgenden drei

e-NEAs.

10| 40 ©

(Y

/

—O

SCHRITT. Wir fiihren eine Fallunterscheidung nach dem reguldren Ausdruck R durch.

— R = Ry 4+ Ry. Nach Induktionshypothese (IH) existieren e-NEAs mit jeweils einem
Start-/akzeptierenden Zustand fiir Ry und Ry. Diese kombinieren wir wie folgt:

O m O

Ry

— R = Ry1Ry. Nach IH existieren e-NEAs mit jeweils einem Start-/akzeptierenden Zus-
tand fiir Ry und Ro. Diese kombinieren wir wie folgt:

EmOLI®

O=O

— R = (R")*. Nach IH existiert ein e-NEA mit einem Start-/akzeptierenden Zustand fiir
R’. Wir transformieren diesen zu einem e-NEA fiir R.

N

R/
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Beispiel 8.24. Fiir den reguldren Ausdruck
0+1)*1(0+1),
liefert Satz 8.16 einen e-NEA mit 16 Zustédnden.

Die Methode von Satz 8.16 liefert im Allgemeinen keine minimalen Automaten. Der fol-
gende NEA akzeptiert die selbe Sprache wie der reguldre Ausdruck aus Beispiel 8.24 und
hat weniger Zusténde:

Folgerung. Die folgenden Mengen sind gleich:
— die Menge der durch reguldre Ausdriicke beschriebenen Sprachen,
— die Menge der von DEAs akzeptierten Sprachen,
— die Menge der von NEAs akzeptierten Sprachen,
— die Menge der von e-NEAs akzeptierten Sprachen.

Beweis. Folgt aus den Sétzen 8.7, 8.9, 8.15, und 8.16. O

Bemerkung. Reguldre Sprachen werden auch durch rechts- oder linkslinear Grammatiken
beschrieben, siehe [7].

8.5 Abgeschlossenheit reguldrer Sprachen

Satz 8.17. Sind L und M reguldir, dann ist auch die Vereinigung L U M reguldr.

Beweis. Weil L und M reguldr sind, existieren reguldre Ausdriicke E, F, sodass L = L(FE)
und M = L(F'). Dann ist E+ F ein regulérer Ausdruck fiir die Sprache L(E)UL(F) = LUM
und somit ist L U M regular. d

Satz 8.18. Wenn L (iber dem Alphabet ) reguldr ist, dann ist auch das Komplement
~L =%*\ L reguldr.

Beweis. Da L reguldr ist, existiert ein DEA A = (Q,%,0,s, F), sodass L = L(A). Fiir den
DEA B = (Q,%,6,s,Q \ F) gilt ~L = L(B) laut Konstruktion. O

Beispiel 8.25. Sei L = L((0+1)*01(0+ 1)*). Dann ist ~L = L(1*0*).

Satz 8.19. Wenn L und M regulir sind, dann ist auch der Schnitt L N M reguldr.
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Beweis. Wir kénnen das Gesetz von De Morgan anwenden.
LNM=~(~LU~M).

Wir haben in den Sétzen 8.17 und 8.18 gezeigt, dass reguldre Sprachen unter Vereinigung
und Komplement abgeschlossen sind. O

Satz 8.20. Wenn L und M regulir sind, dann ist auch L\ M reguldr.

Beweis. Verwende:
L\M=Ln(~M).

8.6 Schleifen-Lemma

Satz 8.21. Sei L eine reguldre Sprache iber Y. Dann existiert eine Konstante n € N,
sodass fir jedes Wort w € L mit £(w) = n Worter x,y,z € ¥* existieren mit w = xyz und

) 7& €,
N E(.%’y) <n,
— fiir alle k >0 gilt: 2(y)*z € L.

Beweis. Angenommen L ist reguldr. Laut Folgerung 8.4.1 exisitiert ein DEA A = (Q, %, 0, s, F)
sodass L = L(A). Sei #(Q) = n und

W=wi Wy €L

mit wy, ..., W, € X und m = n. Definiere p; := 5(5,11)1 ---ay) fiir 0 < 1 < m; beachte fiir
[ =0 ist wy---w; = € und somit pg = s. Nach dem Schubfachprinzip (Satz 6.2) muss es
i,7 €40,...,n} miti < j und p; = p; geben. Zerlege w:

wl o oe e w’L w74+1 .. w - w +1 .. wm .
~— ~— J J _
r yF#e z

Um das Wort x(y)¥z zu akzeptieren, liuft der Automat k-mal durch den Weg, der p; mit
p;j verbindet. Da p; = p; ist dies beliebig oft méglich. O

Die Situation stellt sich graphisch wie folgt dar:

Wir formulieren die Kontraposition des Schleifen-Lemmas.

Satz 8.22. Sei L eine formale Sprache diber X, sodass:
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1. Spielerin 1 wéhlt eine Sprache L, die als nicht regulér
nachgewiesen werden soll.

2. Spieler 2 wahlt eine natiirliche Zahl n € N. Spieler 2 muss die
Zahl nicht mitteilen.

3. Spielerin 1 wéhlt ein Wort w € L, {(w) > n.

4. Spieler 2 zerlegt w beliebig in 3 Teile x,y,z, sodass ¢(zy) < n,
y # €. Spieler 2 muss die Zerlegung nicht mitteilen.

5. Spielerin 1 gewinnt, wenn sie k& withlen kann, sodass z(y)¥z & L
(unabhéngig von der konkreten Zerlegung).

Wenn Spielerin 1 gewinnt, ist L nicht reguldr. Wenn Spielerin 1 nicht
gewinnt, kann keine Aussage liber L getroffen werden.

Abbildung 8.1: Das Schleifen-Lemma als Spiel

— fiir alle n € N existiert ein Wort w € L mit {(w) > n, sodass
— fiir alle x,y, 2 € ¥* mitw = xyz, y # € und £(xy) < n evistiert k € N mit x(y)Fz ¢ L
Dann ist L nicht reguldr.

Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus Satz 8.21. O

Satz 8.22 kénnen wir auch als Spiel formulieren, wie in Abbildung 8.1 zu sehen ist. Beachten
Sie, wie die universellen Aussagen von Spieler 2, die existentiellen Aussagen von Spielerin 1
reprasentiert werden.

Beispiel 8.26. Sei ¥ = {0,1}. Dann ist die Sprache
L = {w € ¥* | w enthélt gleich viele Oen wie len}

nicht regular.
Wir fiihren den Beweis als Spiel und nennen die Spieler Anna und Otto.

1. Anna wéhlt die Sprache L.
2. Otto wahlt eine Zahl n € N. (Er muss Anna diese nicht mitteilen.)

3. Weil Anna nicht weifs, welches n € N Otto gewéahlt hat, sucht sie ein Wort, welches
von n abhéngt, z.B. w = 01", welches in L ist.

4. Otto zerlegt w beliebig in z, y und z. Er muss dabei darauf achten, dass ¢(zy) < n
und y # e.

5. Anna kennt die Zerlegung nicht, kann aber aus den Bedingungen und der Kenntnis
von w darauf schliefen, dass zy = 0° fiir i < n. Sie wihlt fiir £ = 0.
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Nun hat Anna gewonnen. Nach Voraussetzung gilt y # ¢, somit fehlt im Wort z(y)°z = z2
zumindest eine 0, wohingegen x3°z aber noch dieselbe Anzahl an len enthilt. Somit gilt
xz ¢ L. Also ist L nicht regular.

Beispiel 8.27. Sei ¥ = {1}. Dann ist
L ={w e ¥* | {(w) ist eine Primzahl}

nicht reguléar.
Um zu zeigen, dass L nicht regulér ist, wenden wir Satz 8.22 an, wobei wir dem Schema
des Satzes genau folgen. Wir miissen zeigen, dass fiir L gilt:

— fir alle n € N existiert ein Wort w € L mit ¢(w) > n, sodass
— fiir alle x, 5, z € ¥* mit w = 2yz, y # € und £(2y) < n existiert k € N mit z(y)*z & L.

Um den ersten Punkt zu erfiillen, wiahlen wir das Wort w = 1P, wobei p eine Primzahl
grofer oder gleich n + 2 ist. Somit ist w € L und {(w) = p > n.

Seien nun z, y und z beliebig, sodass w = zyz, (ry) < n und y # €. Setze m := {(y);
Wir wihlen k := ¢(zz) = p — m. Betrachte v := 2(y)?~™) 2. Aber v ¢ L, weil

U(v) = L(z(y)?"™2) = (p—m) +m- (p—m) = (p—m) - (m+1).

Das heifst £(v) ist das Produkt zweier Zahlen und somit keine Primzahl, wenn sowohl (p —
m) > 1 als auch (m + 1) > 1. Dies zeigen wir durch direkte Rechnung:

I.(p—m)>1,dap>n+2und m ={(y) < l(zy) <n;somit p—m =n+2—n > 2.
2. (m+1)>1,dam="{(y) und y # e.
Da ¢(v) keine Primzahl ist, folgt v ¢ L und aus Satz 8.22 folgt, dass L nicht regulér ist.
Beispiel 8.28. Sei ¥ = {0,1}. Dann ist
L = {w € ¥ | w enthélt nicht gleich viele Oen wie len}

nicht regular.

Eine Anwendung des Schleifen-Lemmas ist schwierig: Wir wéhlen z.B. das Wort w =
07"1"*!, dann kénnen wir fiir die Zerlegung x = 0" 2,y = 0% und z = 1"*! kein & finden,
sodass 24"z ¢ L.

Einfacher argumentieren wir mit Hilfe eines Widerspruchsbeweises. Angenommen L wire
regulér, dann wére auch ~ L regulér, unter Anwendung von Satz 8.18. Das Komplement von
L ist jedoch die Sprache

~L = {w € ¥* | w enthélt gleich viele Oen wie len}

Die Nichtregularitdt von ~ L haben wir in Beispiel 8.26 gezeigt. Widerspruch zu der An-
nahme, dass L regulér ist.
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8.7 Aufgaben

Aufgabe 8.1. Was ist ein DEA? Was ist die Sprache eines DEA? Konstruieren Sie einen
DEA, dessen Sprache alle Worter iiber dem Alphabet {0, 1} enthélt, die eine gerade Anzahl

von Nullen, aber eine ungerade Anzahl von Einsen haben. Wie viele Zusténde hat dieser
DEA mindestens?

Aufgabe 8.2. Betrachten Sie den DEA aus Beispiel 8.1. Berechnen Sie S(qo,OOOO) und

0(q0,0101). Welches der beiden Worter ist in der Sprache des Automaten?
Aufgabe 8.3. Sei A = (Q,%,0,s, F) ein DEA. Beweisen Sie, dass
5(q,yz) = 5(3(q, y), z) fir alle ¢ € Q und y,z € ¥*.

Hinweis: Verwenden Sie strukturelle Induktion iiber z, wobei Worter induktiv definiert
sind wie in Definition 3.3.

Aufgabe 8.4. Vervollstandigen Sie den Beweis von Satz 8.1, d.h., zeigen Sie, dass
(s, x) = &'(s, z) fiir alle z € T*.
Aufgabe 8.5. Beweisen Sie, dass der DEA B aus Satz 8.4 wohldefiniert ist.

Aufgabe 8.6. Minimieren Sie den DEA mit der folgenden Zustandstabelle:

o 1 2

—qo | @2 41 Qo
q1 143 qo0 q1
g2 | 4o 93 QG2
*q3 | 43 43 44
*q4 | Q4 G4 g4

Aufgabe 8.7. Beweisen oder widerlegen Sie: Fiir jede reguldre Sprache gibt es einen DEA
mit genau etnem akzeptierenden Zustand.

Aufgabe 8.8. Wie ist die erweiterte Zustandsiibergangsfunktion fiir NEAs definiert? Wie ist
die Sprache eines NEA definiert? Berechnen Sie §(gg, 110001) fiir den NEA aus Beispiel 8.9.

Aufgabe 8.9. Wenden Sie die Teilmengenkonstruktion auf den NEA mit der folgenden

Zustandstabelle an:

0 1 2
—qo | {90,a1}  {ao} {90}
o | {an} A{a,e} 2
*q2 | {qo} {00} {90, 01,2}

Aufgabe 8.10. Wenden Sie die Teilmengenkonstruktion auf den NEA mit der folgenden

Zustandstabelle an:

0 1 2
—=qo | {q0,a1}  {ao} {0}
a| {a} Ao a}l g
*q2 | {qo} {eo}  {qo, @1, 42}
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Aufgabe 8.11. Konstruieren Sie einen NEA N’ der die selbe Sprache wie der folgende
e-NEA N akzeptiert:

0 1 €
—=qo | {901} {qo} {90}
o | {an}  A{a, e} )
*q2 | {qo} {e0} {90, 91,92}

Aufgabe 8.12. Beweisen Sie Eigenschaft (8.4) im Beweis von Satz 8.8.
Hinweis: Verwenden Sie zur einfacheren Lesbarkeit 6(P, x) als Abkiirzung fiir (J,cp d(p, )
und 0(P, z) als Abkiirzung fiir (J,cp 6(p, ). Ist das Resultat von Aufgabe 8.31 niitzlich?

Aufgabe 8.13. Geben Sie einen reguldren Ausdruck F an, der die Sprache aller Worter
gerader Léange iiber dem Alphabet ¥ = {0,1} beschreibt.

Aufgabe 8.14. Sei ¥ = {0,1} und E = (0+ 1*)*1. Testen Sie fiir jedes Wort w € ¥* mit
(w) <3, 0bw e L(E).

Aufgabe 8.15. Seien By = (0+1)*, Ey = (01)*, E3 = 0* +1*, By = (0* +1)*, E5 = (0*1*)*
und E5 = (1*0*)*. Beschreiben Sie L(E;) in Worten. Bestimmen Sie fiir 1 < ¢ < j < 6, ob
L(E:) = L(Ej).

Aufgabe 8.16. Beweisen Sie Satz 8.11.
Aufgabe 8.17. Beweisen Sie Satz 8.12.
Aufgabe 8.18. Beweisen Sie Satz 8.13.
Aufgabe 8.19. Beweisen Sie, dass L(EE*) = L(E*E) fiir jeden reguldren Ausdruck E.

Aufgabe 8.20. Konstruieren Sie fiir den e-NEA N aus Aufgabe 8.11 einen reguléren Aus-
druck E, sodass L(N) = L(E).

Aufgabe 8.21. Konstruieren Sie (geméfs der Konstruktion aus Satz 8.15) fiir den reguléren

Ausdruck E = (04 1*)0 + € einen e-NEA N, sodass L(N) = L(E).

Bonus: Wie viele Zustédnde hat ein dquivalenter e-NEA mindestens?

Aufgabe 8.22. Sei ¥ = {0,1} und F = 0+ 1. Berechnen Sie einen reguldren Ausdruck F,
mit L(F) = ~(L(E)).

Aufgabe 8.23. Beweisen Sie, dass die Sprache
L={0"1"|n >0}
tiber ¥ = {0, 1} nicht regulér ist.
Aufgabe 8.24. Beweisen Sie, dass die Sprache
L={0"1"]|0<n<m}

nicht reguléar ist.
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Aufgabe 8.25. Beweisen Sie, dass die Sprache
L={0"0"|0<n<m}

tiber ¥ = {0} regulér ist.

Aufgabe 8.26. Beweisen Sie, dass die Sprache
L={0"1"|n,m >0}

iber ¥ = {0, 1} regulér ist.

Aufgabe 8.27. Beweisen Sie, dass die formale Sprache der Palindrome tiber {a,b} (siehe
Beispiel 2.19) nicht regulér ist.

Aufgabe 8.28. Beweisen Sie Satz 8.2.
Aufgabe 8.29. Berechnen Sie die folgenden Mengen:

a* {e}* {a,b}o {a,b}{e} {a,b}{e,a,b} {ea,b}{e a,b} {a,b}*.
Aufgabe 8.30. Beweisen oder widerlegen Sie:

1. Fir jede reguldre Sprache gibt es einen e-NEA mit genau einem akzeptierenden Zus-

tand.

2. Fir jede reguldre Sprache gibt es einen NEA mit genau einem akzeptierenden Zustand.
Aufgabe 8.31. Sei N = (Q,%,6,5,F) ein NEA. Beweisen Sie, dass fiir alle P C @ und
xex*

e-Hiille( U d(g,a)) = U e-Hiille(6(q, a)) .
q€6(P,x) q€8(P,x)
Aufgabe 8.32. Die Konstruktion von Satz 8.8 liefert die Gleichheit (siche Aufgabe 8.12)
U= U o).
peEP p€ee-Hiille(P)

Skizzieren Sie eine Konstruktion, welche einen eeNEA N = (Q, X%, 6, S, F') in einen NEA N” =
(Q",%,6", 5", F") umwandelt, sodass

U dw.2) = &)
peEP peEP

Nennen Sie Vor- und Nachteile Threr Konstruktion im Vergleich zu jener aus Satz 8.8. Demon-
strieren Sie beide Konstruktionen am e-NEA N gegeben durch die folgende Zustandstabelle:

0 1 €
—q| 2 2 A{a}
o | {e} 2 o
| 2 2 {g}
QG| 9 o A{a}
u| 9 {¢s} @
@G| 9 7 {age}
x| @ 2@ O
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9

Berechenbarkeit

Alle in diesem Kapitel verwendeten Alphabete sind endlich. Turingmaschinen stellen ein
einfaches Konzept dar, um die Klasse der berechenbaren Funktionen abstrakt zu beschreiben.

9.1 Deterministische Turingmaschinen

Eine (deterministische einbindige) Turingmaschine besteht aus einer endlichen Menge an
Zusténden, einem einseitig unendlich langem Band und einem Schreib- bzw. Lesekopf, der
ein Symbol am Band liest, ein Symbol auf das Band schreibt und eine Position nach links
oder rechts wechselt. Schematisch kann eine Turingmaschine wie folgt dargestellt werden:

Flalblblalbla]ululululululu] -

Q J Schreib-/Lesekopf

Definition 9.1. Eine (deterministische einbindige) Turingmaschine M (kurz TM oder
DTM) ist ein 9-Tupel

M= (Q,%,T,FU,4,s,t,r),

sodass

1. @ eine endliche Menge von Zustdnden,

2. X eine endliche Menge von Eingabesymbolen,

3. I' O ¥ eine endliche Menge von Bandsymbolen,

4. F e T'\ X der linke Endmarker,

5. U eTI'\ X das Leerzeichen,

6. 6: Q xT = Q xT x {L,R} die Ubergangsfunktion,

7. s €  der Startzustand,

8. t €  der akzeptierende Zustand und
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9. r € Q der verwerfende Zustand mit t # r.

Informell bedeutet d(p,a) = (¢, b,d): “Wenn die TM M im Zustand p das Zeichen a liest,
dann wechselt M in den Zustand ¢, ersetzt am Band das Zeichen a durch das Zeichen b
und der Schreib-/Lesekopf bewegt sich einen Schritt in die Richtung d.” Wir verlangen,
dass das Symbol - niemals (durch ein anderes Zeichen) iiberschrieben werden kann und die
Turingmaschine niemals iiber die linke Begrenzung hinaus fahrt. Dies wird formal durch die
folgende Bedingung festgelegt: Fiir alle p € @) existiert ein ¢ € Q) mit:

i(p,F) =(¢,H,R). (9.1

Auferdem verlangen wir, dass die Turingmaschine, sollte sie den akzeptierenden bzw. verw-
erfenden Zustand erreicht haben, diesen nicht mehr verlassen kann. Das heifst fiir alle a € I’
existieren b, € I' und d,d’ € {L, R} sodass gilt:

O(t,a) = (t,b,d) (9.2)
5(rya) = (r,b,d") (9.3)

Die Zustandsmenge Q und die Ubergangsfunktion § einer TM M werden auch als die endliche
Kontrolle von M bezeichnet.

Beispiel 9.1. Sei M = ({s,p,t,r},{0,1},{F,1,0,1},F,1,0,s,t,r) eine Turingmaschine
wobei die Ubergangsfunktion & durch die Zustandstabelle

B 0 1 N
s|(sH5R) (s,0R) (s,L,R) (p, L, L)
(t,-,R) (t,1,L) (p,0,L) :

oder durch das Zustandsiibergangsdiagramm

1/1/R
0/0/R
H/F/R 1/0/L

0/1/L
U/U/L /@ F/F/R
3 O O
angegeben werden kann.
In der Tabelle sowie im Zustandsiibergangsdiagramm wurde auf die Ubergiinge fiir die
Zustande t und r verzichtet. Diese konnen so gewahlt werden, dass der Zustand nicht geén-
dert wird, das gelesene Zeichen wieder geschrieben wird und sich der Schreib-/Lesekopf nach

rechts bewegt. Trivialerweise sind die Bedingungen (9.2)—(9.3) dann erfiillt. Ebenso kann der
fehlende Ubergang fiir §(p, LI) gewihlt werden.

Um eine TM M auf der Eingabe x € ¥* laufen zu lassen, wird

™
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auf das Band geschrieben. Dabei dient F+ dazu, dass die Maschine nicht iiber das linke
Bandende hinauslduft (siche Bedingung (9.1)), z ist die eigentliche Eingabe und rechts von
der Eingabe stehen lauter Ll am Band. Zu jedem Zeitpunkt enthélt das Band einer TM M
ein (unendliches) Wort der Form yU® mit yo = F und y € I'*.

Um Berechnungsschritte einer Turingmaschine formal zu beschreiben, verwenden wir Kon-
figurationen.

Definition 9.2. Eine Konfiguration einer TM M ist ein Tripel (p, yL>, n), sodass
— p € @ der aktuelle Zustand,
— yLI*® der aktuelle Bandinhalt (y € I'*) und
— n € N die Position des Schreib-/Lesekopfes am Band sind.
Die Startkonfiguration bei Eingabe x € ¥* ist die Konfiguration
(s,FzU>,0).

Wir definieren eine binére Relation zwischen Konfigurationen, um einen Rechenschritt
einer Turingmaschine zu formalisieren.

Definition 9.3. Sein € N und y = 49 - ¥m_1 € I'* mit m > n.! Die Relation % ist wie
folgt definiert:

.. _1b . U —1 ) — b. L
(p’ yl_loo’ n) ;4 (Q7 Yo Yn—10Yn+1 Ym—1 Oo, n ) wenn (p, yn) (q, , )
(@, 90 - Yn—1bYn+1 .. . Yym—1U°,n+1) wenn 6(p,yn) = (¢,b,R)

In der Folge verwenden wir griechische Buchstaben vom Anfang des Alphabets um Kon-
figurationen zu bezeichnen.

Definition 9.4. Wir definieren die reflexive, transitive Hiille i) von % induktiv:
1. « % « fiir jede Konfiguration «
2. « n7+1> 5, wenn « % ¥ é) B fiir eine Konfiguration ~ und
3. o — f3, wenn a — f fiir ein n > 0.
M M
Beispiel 9.2. Fiir die TM M aus Beispiel 9.1 gilt
(5,F0010L, 0) 7 (t,F0011U%>, 3).

Definition 9.5 (Sprache einer TM). Eine TM M = (Q,%, '\, 1,9, s,t,7) akzeptiert die
Eingabe x € ¥*, wenn
(s, P>, 0) — (gL, ),

fiir beliebige y € I'" und n € N und verwirft die Eingabe x € ¥*, wenn
(s,FalU™,0) ﬁ (r,yl>®,n),

fiir beliebige y € I'" und n € N. Die Menge L(M) bezeichnet die Menge aller von M
akzeptierten Worter, und heifst die von M akzeptierte Sprache.

! Weil U €T, ist m > n keine Einschriankung, weil wir y am Ende einfach mit Ll auffiillen kénnen.
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Beispiel 9.3. Fiir die TM

M = ({87 q07 ql? q67 qi? q7 t? T}? {07 ]'}7 {|_7 |_|7 07 ]'}7 |_7 l_|7 67 87 t? T)

mit § gegeben durch die Zustandstabelle

F 0 1 U
s (57|_7R) (QO7|_7R) (Q17|_7R) (t7|—|7L)
q0 : <QO707R) (qovlaR) (q6,|_|,L)
q1 ' (q1,0,R) ((h,].,R) (qllﬂl—le)
Q6 (T,",R) (Q7|—|7L) (T7U7L)
¢ | (rnER) (rU, L) (¢, L)
q|(sHR) (¢,0,L) (g1 L)

ist L(M) = {w € {0,1}* | w ist ein Palindrom gerader Lénge}.

Eine TM M (nach Definition 9.1) kommt niemals zur Ruhe. Da M den akzeptierenden
bzw. verwerfenden Zustand (aufgrund der Bedingungen (9.2),(9.3)) nicht mehr verlassen
kann, sprechen wir dennoch vom Halten der TM M.

Definition 9.6 (Totale Turingmaschine). Eine TM M hdlt bei Eingabe z, wenn M die
Eingabe x akzeptiert oder verwirft. Andernfalls hdlt M auf x nicht. Eine TM M heift total,
wenn sie auf allen Eingaben hélt.

Beispiel 9.4. Die Turingmaschinen aus den Beispielen 9.1 und 9.3 sind total.

Definition 9.7 (rekursiv, rekursiv aufzihlbar, co-rekursiv aufzéhlbar). Eine Sprache L (oder
allgemein eine Menge) heifit rekursiv aufzihlbar, wenn eine TM M existiert, sodass L =
L(M). Eine Sprache L heifst co-rekursiv aufzihlbar wenn sie das Komplement einer rekursiv
aufzdhlbaren Sprache ist. Fine Sprache L heifst rekursiv, wenn es eine totale TM M gibt,
sodass L = L(M).

In der Programmierung nennt man Algorithmen rekursiv, die sich selbst aufrufen. Hier
wird die selbe Bezeichnung fiir ein anderes Konzept verwendet.”
Rekursive Mengen sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

Satz 9.1. Sei X ein Alphabet und L C ¥* rekursiv. Dann ist ~L rekursiv.

Beweis. Da L rekursiv ist, gibt es eine totale TM M mit L = L(M). Wir definieren eine
TM M’, wobei der akzeptierende und der verwerfende Zustand von M vertauscht werden.
Weil M total ist, ist auch M’ total. Somit akzeptiert M’ ein Wort genau dann, wenn M es
verwirft und es folgt ~L = L(M"), d.h. ~L ist rekursiv. O

Satz 9.2. Jede rekursive Menge ist rekursiv aufzihlbar. Andererseits ist nicht jede rekursiv
aufzdhlbare Menge rekursiv.

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist eine triviale Konsequenz der Definitionen (jede totale
TM ist eine TM). Den Beweis des zweiten Teiles holen wir in Sektion 9.3 nach. O

2 Dennoch gibt es einen Zusammenhang. Rekursive Funktionen kénnen nimlich ebenfalls genau die Klasse
von rekursiven Mengen, d.h., entscheidbare Probleme reprasentieren.
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Q —Mmehrfacher Schreib- /Lesekopf

Abbildung 9.1: 3-bdndige Turingmaschine

Satz 9.3. Wenn A und ~ A rekursiv aufzdhlbar sind, dann ist A rekursiv.

Beweis.  Angenommen es existieren Turingmaschinen M und M’, sodass A = L(M) und
~(A) = L(M'). Wir definieren eine neue TM N, die bei Eingabe x die Maschinen M und M’
simultan auf x ausfiihrt. Dazu teilen wir das Band von N in eine obere und untere Hélfte,
sodass wir M auf der oberen und M’ auf der unteren Hélfte ausfiihren kénnen. Formal
erreichen wir das, indem das Bandalphabet von N die folgenden Symbole enthélt:

a a a
c c c
Hier ist a ein Bandsymbol von M und ¢ ein Bandsymbol von M'. Die Zusatzmarkierung *

wird verwendet, um die Position des Schreib-/Lesekopfes von M bzw. M’ zu markieren. Das
Band von N kann also folgende Gestalt haben:

o

bgabaaaabaaa.“
cleleld|d|d|c|cld|c|d]|c

Die Maschine N fiihrt abwechselnd einen Schritt von M oder einen Schritt von M’ aus. Dazu
werden die jeweiligen Zustiande von M und M’ durch zusatzliche Zustiande in N gespeichert.
Wenn M jemals akzeptiert, hilt N und akzeptiert. Andererseits wenn M' akzeptiert, dann
verwirft N. Nach Voraussetzung muss einer der Félle fiir jede Eingabe auf jeden Fall ein-
treten. Somit hélt N auf allen Eingaben und ist total. ]

Im Beweis von Satz 9.3 haben wir bereits gesehen, dass das Band einer Turingmaschine
geteilt werden kann. Im Folgenden untersuchen wir die Erweiterung von Turingmaschinen
auf mehrere Béander und Schreib-/Lesekopfe, wie in Abbildung 9.1 dargestellt. Allgemein hat
die Ubergangsfunktion einer k-bandigen Turingmaschine den folgenden Typ:

§:QxI% = Q xI'* x {L,R}*.

Die formale Definition einer k-bindigen deterministischen Turingmaschine liberlassen wir
als Ubung (Aufgabe 9.5).
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Satz 9.4. Sei M eine k-bindige TM. Dann existiert eine (einbindige) TM M’', sodass
L(M) = L(M").

Beweis.[Skizze| In der Literatur finden sich zwei unterschiedliche Ansétze, eine mehrbandi-
ge Turingmaschine durch eine einbéandige zu simulieren. Entweder werden die k Béander
von M hintereinander, durch Sonderzeichen getrennt, auf dem Band von M’ simuliert oder
das Bandalphabet von M’ besteht aus k-Tupeln von Bandsymbolen in M (mit mdglichen
Markierungen fiir die aktuelle Position des Schreib-/Lesekopfes). Dabei folgt man der Kon-
struktion im Beweis von Satz 9.3. Die formale Ausarbeitung dieser Beweisskizze iliberlassen
wir als Ubung (Aufgabe 9.6). O

9.2 Nichtdeterministische Turingmaschinen

Nichtdeterministische Turingmaschinen erweitert deterministische Turingmaschinen um die
Moglichkeit, dass die Berechnung zu jedem Zeitpunkt anhand von mehreren Moglichkeiten
voranschreiten kann.

Definition 9.8 (Nichtdeterministische Turingmaschine). Eine nichtdeterministische (ein-
bindige) Turingmaschine N (kurz NTM) ist ein 9-Tupel

N =(Q,%,T,k,U,d,s,tr),
sodass
1. @ eine endliche Menge von Zustdinden,
2. X eine endliche Menge von FEingabesymbolen,
3. I' O ¥ eine endliche Menge von Bandsymbolen,
4. F eI'\ X, der linke Endmarker,
5. UeTI\ X, das Leerzeichen,
6. 0: QxT — P(Q x T x {L,R}) die Ubergangsfunktion,
7. s € Q, der Startzustand,
8. t € Q, der akzeptierende Zustand und
9. r € Q, der verwerfende Zustand mit t # r.

Die Rechenschritte einer NTM (fiir eine Eingabe x € ¥*) konnen als Baum aufgefasst
werden. Dabei sind die Ecken des Baumes Konfigurationen der NTM und es gibt eine Kante
zwischen zwei Konfigurationen o und 3, wenn die NTM von der Konfiguration « in einem
Schritt in die Konfiguration 8 wechseln kann. Die Wurzel des Baumes ist die Startkonfig-
uration (s,FzU%,0) und ein Weg im Berechnungsbaum reprisentiert somit eine konkrete
Moglichkeit, wie die NTM ihre Berechnung durchfiihrt. Damit eine NTM N ihre Eingabe
akzeptiert, muss nur eine Moglichkeit, also ein Weg, existieren, sodass N einen akzeptieren-
den Zustand erreicht.
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9.2 Nichtdeterministische Turingmaschinen

Beispiel 9.5. Fiir die NTM N = ({s,q,r,t},{0,1},{F,U,0,1},F, 11,4, s,¢,7) mit § gegeben
durch

F 0 1 U
s | {(s;FR)} {(s,0,R),(¢.0,R)} {(s,LR)} {(r,u,R)}
q i {(TaOaR)} {(tvlvR)} {(’I“,I_l,R)}

ergibt sich fiir das Wort 0011 der folgende Berechnungsbaum:

(s,F0011L1°°, 0)

(s,F0011L1%, 1)
(s,F0011%, 2) (g, F0011L1°°, 2)

(s,F0011L, 3) (¢,-0011L%°, 3) (r,FOO11LI%, 3)

|

Schematisch ldsst sich der Unterschied zwischen Determinismus und Nichtdeterminismus
wie in Abbildung 9.2 darstellen. Zur Adressierung der Konfigurationen im Berechnungsbaum
werden Worter iiber dem Alphabet 3, = {1,2,...,b} verwendet, wobei b den maximalen
Ausgangsgrad einer Ecke im Berechnungsbaum darstellt. Man nennt b auch den Grad des
Nichtdeterminismus von N. Offensichtlich reprasentiert jedes Wort w € ¥y entweder eine
eindeutige Position in diesem Berechnungsbaum oder ist ungiiltig (wenn an einer Stelle
im Baum zu wenig Moglichkeiten bestehen). Das leere Wort e adressiert die Wurzel des
Berechnungsbaumes, das heifst den Beginn der Berechnung. Fiir eine Konfiguration o mit
Adresse m und Nachfolgekonfigurationen aj, ..., a, (d.h. « N a; fiir 1 < i < n) erhélt die
Konfiguration «; die Adresse mi fiir 1 <14 < n. M

(t,-0011L1°°, 4)

Somit gilt 0011 € L().

Satz 9.5. Sei N eine NTM. Dann existiert eine DTM M, sodass L(M) = L(N). Umgekehrt
wird jede von einer DTM akzeptierte Sprache auch von einer NTM akzeptiert.

Beweis. Wir zeigen den ersten Teil des Satzes; der zweite Teil ist einfach. Sei N eine NTM.
Wir konstruieren eine dreibandige DTM M mit L(N) = L(M).

Sei x das Eingabewort fiir N. Das erste Band von M wird immer nur diese Eingabe x
enthalten. Auf dem zweiten Band simulieren wir die Rechenschritte von N beziiglich eines
Weges im Berechnungsbaum. Schliefslich dient das dritte Band dazu, den aktuellen Weg zu
adressieren.
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Abbildung 9.2: Berechnungsbaum mit Adressen

Mithilfe der Adressierung von Wegen kénnen wir das Verhalten von N wie folgt in M
simulieren:

1. Anfangs enthélt Band 1 von M das Eingabewort x, die Bander 2 und 3 sind leer.
2. Kopiere den Inhalt von Band 1 auf Band 2.

3. Verwende Band 2, um die Rechenschritte von N auf x zu simulieren. Bei jeder Stelle
in der Berechnung, in der die Ubergangsfunktion 6 mehrere Mdéglichkeiten zulésst,
sieht M auf Band 3 nach, welche Méglichkeit gewédhlt werden soll. Es wird also genau
ein Weg im Berechnungsbaum auf Band 2 simuliert. Wenn die Adresse auf Band 3
ungiiltig ist, oder keine weiteren Rechenschritte mehr betrachtet werden kénnen, gehe
zu Punkt (4). Andernfalls, wenn die Simulation von N akzeptiert, dann akzeptiere.

4. Ersetze das Wort auf Band 3 durch seinen unmittelbaren Nachfolger in der graduiert-
lexikographischen Ordnung auf Wértern <gpagiex (Satz 2.10). Gehe zu Schritt (2).

O

9.3 Unentscheidbarkeit

Die folgende Definition (in Kombination mit Definition 9.7) erlaubt uns Entscheidbarkeit
mittels Turingmaschinen formal zu beschreiben.

Definition 9.9 (Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit). Sei ¥ ein Alphabet. Eine Eigen-
schaft P von Wortern iiber ¥ heift

— entscheidbar genau dann, wenn die Menge {z € ¥* | = hat Eigenschaft P} rekursiv
ist,
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9.3 Unentscheidbarkeit

— semi-entscheidbar genau dann, wenn die Menge {z € ¥* | « hat Eigenschaft P} rekur-
siv aufzahlbar ist.

Beispiel 9.6. Sei P(z) := x ist ein Palindrom gerader Lange. Dann ist P entscheidbar.
Beispiel 9.7. Jedes entscheidbare Problem ist semi-entscheidbar.

Gemif Definitionen 9.9 und 9.7 ist ein Problem P genau dann semi-entscheidbar, wenn es
eine TM M gibt, deren Sprache alle Worter sind, welche die Eigenschaft P haben. Weiters
ist ein Problem P entscheidbar, wenn es eine totale TM M gibt, sodass M genau jene Worter
akzeptiert, welche die Eigenschaft P haben.

Nun widmen wir uns dem zweiten Teil des Beweises von Satz 9.2. Dazu werden wir zeigen,
dass die Menge der Turingmaschinen, die auf einer Eingabe halten, zwar rekursiv aufzéhlbar,
aber nicht rekursiv ist. Eine wichtige Grundlage fiir dieses Resultat ist die Tatsache, dass
Turingmaschinen ihren eigenen Code interpretieren kénnen.

9.3.1 Universelle Turingmaschine

Um eine Turingmaschine als Eingabe fiir eine Turingmaschine zu verwenden, miissen wir uns
auf eine sinnvolle Codierung von Turingmaschinen einigen. Diese Codierung sollte einfach
sein und alle notwendigen Informationen wie etwa Anzahl der Zusténde, Eingabe- und Ban-
dalphabet, linken Endmarker, Leerzeichen, Ubergangsfunktion, Startzustand, akzeptieren-
den und verwerfenden Zustand enthalten. Wir stellen alle nétigen Informationen als Zahlen
dar, die wir unér codieren.

Als Beispiel konnte die Codierung mit dem folgenden Wort beginnen

0710™10%10%10v10°10°10" 1,

wobei dieses Wort eine Turingmaschine mit den n Zusténden {0,...,n—1}, den m Eingabe-
zeichen {0,...,m — 1}, den m+ k Bandzeichen {0,...,m—1,m,...,m+k— 1}, dem linken
Endmarker u (m < u < m + k), dem Leerzeichen v (m < v < m + k), dem Startzustand s
(0 < s < n), dem akzeptierenden Zustand ¢ (0 < ¢ < n) und dem verwerfenden Zustand r
(0 < r < n) codiert. Das Zeichen 1 dient als Trennzeichen. Der Rest des Codesegments kann
nun aus einer Sequenz von Wértern bestehen, welche die Ubergangsfunktion codieren, etwa
konnte d(p,a) = (q, b, d) wie folgt dargestellt werden:

0710%10710°10°1 ,
wobei ¢ =0 wenn d =L und ¢ =1 wenn d = R.

Definition 9.10. Aufbauend auf diese Codierung von Turingmaschinen, konstruieren wir
eine universelle Turingmaschine U (kurz UTM) sodass

L(U) = {TM % 27 | z € L(M)}.

Das Symbol # ist ein Hilfssymbol im Eingabealphabet von U, um den Code "M der TM
M vom Code "z der Eingabe fiir M abzugrenzen. Die UTM U operiert wie folgt:

1. Zunéchst priift U, ob " M " tatséchlich der Code einer TM M ist und "z die Codierung
eines Eingabewortes iiber dem Eingabealphabet von M darstellt. Falls nicht, wird U
sofort verwerfen.
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v t — t
M#x x M or— ,
O— O

Abbildung 9.3: Universelle Turingmaschine

2. Wenn die Codierung giiltig ist, simuliert U die TM M auf der Eingabe x. Dazu verwen-
den wir drei Béander: Auf Band 1 steht wihrend der ganzen Simulation die Beschreibung
von M. Auf Band 2 wird zu Beginn das Eingabewort x geschrieben. Das dritte Band
speichert den aktuellen Zustand von M und die Position des Schreib- /Lesekopfes. Nun
simuliert die TM U Schritt fiir Schritt die TM M, wobei auf Band 1 der entsprechende
Ubergang gesucht wird, der Inhalt von Band 2 entsprechend geéindert wird und auf
Band 3 der neue Zustand bzw. die neue Position des Schreib-/Lesekopfes geschrieben
werden.

3. Wenn M akzeptiert, so akzeptiert U ebenfalls. Wenn M verwirft, so verwirft U eben-
falls.

Im Folgenden lassen wir die expliziten Hinweise auf die Codierung weg und schreiben M fiir
FM™ und z fir "z Somit ist L(U) = {M#x | x € L(M)} baw. M#z € L(U) & = € L(M).
Weiters hélt U auf M+#x genau dann, wenn M auf x hélt. Schematisch kann U wie in
Abbildung 9.3 dargestellt werden.

9.3.2 Diagonalisierung

Universelle Turingmaschinen zusammen mit der Diagonalisierungsmethode konnen verwen-
det werden, um bestimmte Sprachen als nicht rekursiv nachzuweisen. Eine Anwendung der
Diagonalisierungsmethode wurde bereits in Satz 6.12 benutzt.

Definition 9.11. Wir definieren die dem Halteproblem (engl. halting problem) und Zuge-
horigkeitsproblem (engl. membership problem) von Turingmaschinen entsprechenden Men-
gen:

HP := {M+#ax | M hilt bei Eingabe x}
MP := {M#x |z e L(M)}.

Wir machen uns die Codierungsmoglichkeit von Turingmaschinen zunutze, um eine Auf-
zéahlung aller Turingmaschinen anzugeben.

Definition 9.12. Sei M, eine TM mit Eingabealphabet {0,1}, deren Code z ist. Wenn z
keine giiltige Beschreibung einer Turingmaschine darstellt, definieren wir M, als eine be-
liebige aber fixe TM iiber dem Eingabealphabet {0,1}.
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H
M#x T v ﬁ:/t
O—F—O

Abbildung 9.4: Eine Turingmaschine fiir das Halteproblem (L(H) = HP)

Als Konsequenz von Definition 9.12 erhalten wir eine unendliche Liste von Turingmaschi-
nen, deren Programmcodes in aufsteigender Reihenfolge (beziiglich der graduiert lexikogra-
phischen Ordnung auf Wortern) geordnet sind

M, Mo, My, Moo, Mo1, Mo, M11, Mooo, Moot - - - - (9.4)

Diese Liste enthélt alle moglichen Turingmaschinen mit dem Eingabealphabet {0,1}. In
weiterer Folge betrachten wir eine zweidimensionale Matrix, einerseits indiziert mit Woértern
w € {0,1}* und andererseits mit den Turingmaschinen aus der Liste (9.4).

O ! !
!

O

— = = =

O
O
O

—CCC——=-C

€
!
O
M, | O
!
!
|
|
|
O

—_————— O = Clo

1 00 01 10 11 000 001 010
!
!
!

!
!
!
!
O
!
!
!
!

—CC—-—-CCCC
———Cc-CcCcC

- C
—CC

Eine Zeile dieser Matrix beschreibt fiir jedes Eingabewort y, ob M, auf y hélt oder nicht.
Hier wird das Halten von M, durch ! und das Nicht-halten durch O ausgedriickt.

Satz 9.6. Die Menge HP ist rekursiv aufzdhlbar, aber nicht rekursiv.

Beweis. Die Menge HP ist rekursiv aufzédhlbar, da es eine TM H gibt, die fiir die Fingabe
M#x feststellen kann, ob M die Codierung einer Turingmaschine ist und x ein Wort aus
dem Eingabealphabet von M. Nun simuliert H die Maschine M auf der Eingabe x und
akzeptiert, wenn M halt. Graphisch ldsst sich H wie in Abbildung 9.4 darstellen.

Um zu zeigen, dass HP nicht rekursiv ist, verfahren wir indirekt: Angenommen HP ist
rekursiv. Dann existiert eine totale TM K, sodass HP = L(K) (sieche Abbildung 9.5). Somit
akzeptiert K die Eingabe M#x wenn M auf x halt und verwirft M#x wenn M auf x nicht
hélt. Basierend auf K definieren wir eine Diagonaliserungsmaschine fiir das Halteproblem D:

1. Die TM D erhilt als Eingabe ein Wort z € {0,1}*. Mit Hilfe von x konstruiert D die
TM M, und schreibt M,#x auf ihr Eingabeband.
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Abbildung 9.5: Eine totale Turingmaschine fiir das Halteproblem (L(K) = HP)
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Abbildung 9.6: Diagonalisierungsmaschine fiir das Halteproblem

2. Dann simuliert D die TM K auf der Eingabe M,#x, allerdings startet D eine nicht-
terminierende Schleife, wenn K akzeptiert und akzeptiert, wenn K verwirft.

Abbildung 9.6 stellt die TM D graphisch dar. Laut Konstruktion erhalten wir

D halt auf x < K verwirft M,#x Definition von D
& M, halt nicht auf x Definition von K

Damit ist D verschieden von jeder der Turingmaschinen M, aus (9.4) (auf dem Eingabe-
wort x). Genauer erhalten wir

e 0 1 00 01 10 11 000 001
Do T o I "o 1 ©

Weil die Liste (9.4) laut Annahme alle Turingmaschinen enthélt, D darin aber fehlt, erhalten
wir einen Widerspruch zur Annahme, dass HP rekursiv ist. Also ist HP nicht rekursiv. [

Ganz nebenbei erhalten wir eine Sprache, die nicht rekursiv aufzdhlbar ist.
Folgerung. Die Menge ~HP ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

Beweis. Wir verfahren indirekt. Angenommen ~HP sei rekursiv aufzdhlbar. Aus Satz 9.6
wissen wir, dass HP rekursiv aufzéhlbar ist. Somit ist laut Satz 9.3 die Menge HP auch
rekursiv, was im Widerspruch zu Satz 9.6 ist. O

Satz 9.6 besagt, dass das Halteproblem fiir Turingmaschinen im Allgemeinen unentschei-
dbar ist. Dennoch kann fiir bestimmte Turingmaschinen das Halteproblem entscheidbar sein
(z.B. wenn die Ubergangsfunktion bei allen Eingaben vom Startzustand aus sofort in den
akzeptierenden Zustand wechselt).

Es ist moglich beliebige Programme in C, Java, etc. in Turingmaschinen umzuwandeln.
Dariiber hinaus gilt sogar, dass jedes im Laufe der letzten Dekaden vorgeschlagene abstrakte
Rechenmodell (sieche etwa Sektion 9.4) dquivalent zu Turingmaschinen ist.
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Abbildung 9.7: Eine totale Turingmaschine fiir das Zugehorigkeitsproblem (L(K) = MP)

Diese Beobachtung hat schon in den 1930er Jahren die Grundlage fiir die sogenannte
Church-Turing These geliefert:

These. Jedes algorithmisch l6sbare Problem ist auch mit Hilfe einer Turingmaschine losbar.

]

Es gibt auch Probleme, die einfacher zu formulieren sind als das Halteproblem, aber den-
noch nicht entscheidbar sind. Die folgenden Sétze geben wir ohne Beweis an und verweisen
die interessierte Leserin auf [4] oder [3].

Definition 9.13. Wir definieren das Postsche Korrespondenzproblem (PCP). Gegeben zwei
Listen von Woértern
Wy, W, ..., Wy und x1,To,...,Ty.

Gesucht sind Indizes i1, 19, ..., 4, mit m > 1, sodass

Wi Wiy « v« Wi, = Tj1Lig -« Ty, -

Wir nennen die Indexliste ¢ := iyi2 ... %, dann eine Losung.

Satz 9.7. Das Problem ob ein PCP eine Losung hat ist semi-entscheidbar, aber nicht ent-
scheidbar. ]

Beispiel 9.8. Das PCP mit den Listen 0, 01, 110 und 100, 00, 11 hat die Losung 3,2, 3, 1.
Satz 9.8. 0b eine formale Sprache reguldr ist, ist nicht semi-entscheidbar. ]

Folgerung. Ob eine formale Sprache requldr ist, ist nicht entscheidbar. ]

9.3.3 Reduktion
Satz 9.9. Die Menge MP ist rekursiv aufzdhlbar, aber nicht rekursiv.

Beweis. Um zu zeigen, dass MP rekursiv aufzédhlbar ist, verwenden wir die universelle Turing-
maschine U. Weil L(U) = MP, sind wir fertig.

Um zu zeigen, dass MP nicht rekursiv ist, argumentieren wir wieder indirekt. Angenommen
MP wire rekursiv, dann existiert eine totale TM K (siehe Abbildung 9.7), sodass MP = L(K).

Fiir den gewiinschten Widerspruch zeigen wir, dass wir aus K eine totale Turingmaschine
konstruieren kénnen, deren Sprache HP ist (Widerspruch zu Satz 9.13).

Um fiir eine beliebige TM M festzustellen, ob M auf x hélt, transformieren wir M wie
folgt: Die TM N, ist genau wie M definiert, aber mit der Ausnahme, dass wir jeweils vom
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Abbildung 9.8: Reduktion des Halteproblems auf das Zugehorigkeitsproblem
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Q J Schreib- /Lesekopf

Abbildung 9.9: Beidseitig unendliches Band

akzeptierenden und verwerfenden Zustand von M in den akzeptierenden Zustand von N
wechseln. Wenn M auf x nicht hélt, so halt auch N auf x nicht. Also akzeptiert N das Wort
x genau dann, wenn M auf x hilt. Nun kénnen wir eine totale Turingmaschine angeben,
deren Sprache HP ist (siche Abbildung 9.8).

Nach Satz 9.13 kann es solch eine totale Turingmaschine aber nicht geben. Somit ist die
Annahme, dass MP rekursiv ist falsch und folglich ist MP nicht rekursiv. O

Im Beweis von Satz 9.9 haben wir eine Standardtechnik angewandt, um die Unentscheid-
barkeit bestimmter Eigenschaften zu zeigen: die Reduktion eines Problems auf ein anderes.
In diesem Fall haben wir das Halteproblem auf das Zugehdorigkeitsproblem reduziert. Weil
wir wissen, dass das Halteproblem nicht entscheidbar ist, kann somit auch das Zugehorigkeit-
sproblem nicht entscheidbar sein.

9.4 Aquivalente Formulierungen

Zweiseitig Unbeschrankte Bander

Eine andere Moglichkeit Definition 9.1 zu erweitern ist es, das Band sowohl nach links als
auch nach rechts unbeschrinkt zu definieren, wie in Abbildung 9.9 dargestellt. Auch diese
Erweiterung erhoht die Ausdrucksfahigkeit des Turingmaschinenmodells nicht.

Satz 9.10. Sei M eine einbindige DTM, dessen Band in beide Richtungen unbeschrdankt ist.
Dann existiert eine einbindige DTM M’, sodass L(M) = L(M").

Beweis. [Skizze] Wir zeigen den Satz, indem wir M durch eine 2-bindige Turingmaschine
simulieren. Die Behauptung folgt dann aus Satz 9.4.

In der Simulation wird das zweiseitig unendliche Band an einer beliebigen Stelle geknickt,
wie die folgende Grafik verdeutlicht:

130



9.4 Aquivalente Formulierungen

STululslalb]blalalb]b]alalb]b]a]b]a]ufu]u]ulu]u]uld -

hier umklappen

Wir erhalten die folgende Représentation des urspriinglichen Bandes, wobei das obere Band
verwendet wird, um den Bandinhalt links von der Knickstelle darzustellen und das untere
Band fiir den Bandinhalt rechts von der Knickstelle.

[Flalalblblalalblblalbulul;

Flo]blalb]alulu]ululululul o

Zwei Keller

Ein 2-Kellerautomat ist ein endlicher Automat, der zusétzlich noch zwei Keller (oder Stapel)
zur Verfiigung hat. Wir begniigen uns mit der genannten informellen Definition und iiber-
lassen es der Leserin 2-Kellerautomaten, sowie den Begriff der Sprache L(K) eines Kellerauto-
maten K formal einzufithren. Der folgende Satz zeigt, dass 2-Kellerautomaten und Turing-
maschinen dquivalent sind.

Satz 9.11. Sei K ein Kellerautomat, dann existiert eine TM M, sodass L(M) = L(K).
Umgekehrt gibt es zu jeder TM M’ einen Kellerautomaten K', sodass L(K') = L(M’).

Beweis. [Skizze| Die Simulation eines 2-Kellerautomaten durch eine Turingmaschine mit drei
Béndern ist trivial: Das obere Band dient der FEingabe und die unteren beiden Bédnder der
Darstellung der Keller.

Andererseits kann jede TM durch einen 2-Kellerautomaten wie folgt simuliert werden: Der
Bandinhalt links vom Schreib-/Lesekopf wird auf dem ersten Keller, der Bandinhalt rechts
vom Schreib-/Lesekopf auf dem zweiten Keller dargestellt. Dabei ist nur darauf zu achten,
dass die Symbole, die dem Schreib-/Lesekopf am néchsten sind, auf den beiden Stapeln am
héchsten liegen. Dann kann das Lesen und Schreiben durch Kopieren von einem Stapel auf
den anderen simuliert werden. O

Registermaschinen

Eine k-Registermaschine ist eine Maschine, die mit einem Leseband und zusétzlich k£ Reg-
istern, die natiirliche Zahlen aufnehmen konnen ausgestattet ist. Jedes Register kann eine
beliebige natiirliche Zahl speichern. In jedem Schritt kann der Automat unabhéngig jeden
Registerinhalt um eins erhéhen und verkleinern. Aufserdem erlauben die Instruktionen den
Test der Register auf 0 und das Verschieben des Lesekopfs (in beide Richtungen) um eine
Zelle.
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Satz 9.12. Set R eine k-Registermaschine, dann existiert eine Turingmaschine M, sodass
L(M) = L(R). Umngekehrt gibt es zu jeder TM M' eine 2-Registermaschine R', sodass L(R') =
L(M").

Beweis. Sei R eine k-Registermaschine. Diese kann am einfachsten durch eine (k+1)-béandige
Turingmaschine M" simuliert werden, indem jedem Register ein eigenes Arbeitsband entspricht.
Als Bandalphabet fiir die zusétzlichen Bédnder kénnen wir {0,1} verwenden und den Inhalt
der Register binir codieren. Dann ist es nicht schwer entsprechende Turingmaschinenpro-
gramme zu schreiben, die das Inkrementieren und Dekrementieren von Registern codieren.
Um abschlieRend den ersten Teil des Satzes zu beweisen, muss nur noch die Maschine M"
durch eine einbandige TM M simuliert werden.

Andererseits sei M' die Turingmaschine, die wir durch eine 2-Registermaschine simulieren
wollen. Dazu wandeln wir zunédchst M’ in einen 2-Kellerautomaten um und zeigen, wie wir
einen Stapel durch zwei Register simulieren kénnen. Anschliefsend skizzieren wir, wie die
erhaltene 4-Registermaschine durch eine 2-Registermaschine simuliert werden kann.

Wir zeigen die Simulierung eines Kellers durch zwei Register. Dazu kénnen wir annehmen,
dass das Kelleralphabet nur die Symbole 0 und 1 enthélt: Sollte das Alphabet mehr Symbole
enthalten, kénnen wir diese leicht durch verschiedene Binérstrings codieren. Wir gehen also
davon aus, dass der Kellerinhalt als Bindrzahl dargestellt werden kann, dessen niedrigwertig-
ste Ziffer ganz oben am Stapel liegt. Die Simulation speichert die Zahl im ersten Register und
verwendet das zweite Register, um Stapeloperationen zu simulieren. Etwa um eine 0 oben auf
den Stapel zu legen, muss der Stapelinhalt (als Zahl gelesen) verdoppelt werden. Dazu wird
eine Schleife aufgerufen, die iterativ das erste Register dekrementiert und in jedem Schritt
2 zum Inhalt des zweiten Registers dazu zdhlt. In einer dhnlichen Weise wird simuliert,
dass eine 1 auf den Stapel gelegt werden soll. Um das Entfernen des obersten Elements zu
simulieren, miissen wir nur den Registerinhalt durch 2 dividieren und durch einen mod2
Test feststellen, ob der Stapel von einer 0 oder einer 1 gekrént war. Damit haben wir die
Simulation eines 2-Kellerautomaten durch eine 4-Registermaschine vollstindig beschrieben.

Wir skizzieren die Simulation einer 4-Registermaschine R" durch eine 2-Registermaschine R
Angenommen die Register von R” enthalten die Werte i, j, k und l. Dann schreiben wir die
Zahl 237 .5% .71 in das erste Register von R'. Das zweite Register dient zur Simulation der
Rechenoperationen von R”. O

Aufzahlmaschinen

Wir haben die rekursiv aufzihlbaren Mengen als jene Sprachen definiert, die durch eine
Turingmaschine akzeptiert werden. Der Ausdruck rekursiv aufzdhlbar kommt allerdings von
einem alternativen Maschinenmodell, den Aufzdhlmaschinen.

Wir verstehen unter einer Aufzéhlmaschine einen Automaten mit einer endlichen Kon-
trolle und zwei Béandern. Das erste Band ist ein Schreib-/Leseband, das auch Arbeitsband
genannt wird. Das zweite Band ist das Ausgabeband, auf das nur geschrieben werden kann.
Eine Aufzéahlmaschine startet immer mit dem leeren Arbeitsband (erhélt somit also keine
Eingabe) und besitzt keinen akzeptierenden oder verwerfenden Zustand. Wie in einer Turing-
maschine werden die Rechenschritte durch eine Ubergangsfunktion codiert. Von Zeit zu Zeit
gelangt die Aufzéhlmaschine in einen speziellen Zustand, den Aufzihlungszustand. Wenn
das passiert, wird das aktuell am Ausgabeband stehende Wort als aufgezihlt bezeichnet.
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Das Wort wird geléscht und die Maschine generiert das néchste aufzuzidhlende Wort. Eine
Aufzédhlmaschine terminiert nicht. Es ist moglich, dass eine Aufzédhlmaschine E niemals in
den Aufzdhlungszustand gelangt, dann gilt L(F) = @. Es gibt auch Aufzdhlungsmaschi-
nen, die unendlich viele Worter aufzéhlen. Dabei ist es erlaubt das selbe Wort mehrmals
aufzuzihlen.

Satz 9.13. Die Familie der Mengen, die von einer Aufzdhlungsmaschine aufgezdhlt werden
kénnen, entspricht genau der Familie von rekursiv aufzdhlbaren Mengen. In anderen Worten,
eine Menge ist L(E) fir eine Aufzihlungsmaschine E genau dann, wenn diese Menge L(M)
einer Turingmaschine M ist.

Beweis. Der vollstindige Beweis kann in [4] nachgelesen werden. O

Weitere dquivalente Formalismen

Berechenbarkeit kann nicht nur durch Maschinenmodelle beschrieben werden. Ebenso sind
mathematische Konzepte wie

Partielle rekursive Funktionen
— Lambda Kalkiil

— Kombinatorische Logik

— (Term-)Ersetzungssysteme

dquivalent zu Turingmaschinen. Insbesondere sind auch bisherige Modelle fiir den Quanten-
computer in Bezug auf die Berechenbarkeit nicht méchtiger als die Turingmaschine; allerdings
effizienter fiir einige bestimmte Probleme (Suchen in unsortierten Listen, Faktorisieren von
Zahlen). Zudem koénnen Quantencomputer echte Zufallszahlen generieren (im Gegensatz zu
Pseudozufallszahlen wie bei einem herkémmlichen Computer), was fiir Verschliisselungsal-
gorithmen wichtig ist.
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9 Berechenbarkeit

9.5 Aufgaben

Aufgabe 9.1. Welche Konfigurationen erreicht die TM M aus Beispiel 9.1 beginnend mit
der Startkonfiguration

1. (s,F001L°, 0)
2. (s,F111U%,0)

Bestimmen Sie L(M). Was steht am Band von M, wenn M bei Eingabe z in den akzep-
tierenden Zustand wechselt?

Aufgabe 9.2. Sei die TM M = ({s,q,t,r},{0,1},{F,1,0,1},F, 1, s,¢,7) mit 6 gegeben
durch

H 0 1 L
s|(s,H,R) (¢,0,R) (t,1,R) (r,L,R)
q . (s,0,L) (r,1,R) (r,L,R)

Zeichnen Sie das Zustandsiibergangsdiagramm fiir M. Welche Worter akzeptiert bzw. ver-
wirft M7 Auf welchen Wortern hélt M, auf welchen nicht? Ist M total? Bestimmen Sie
L(M). Ist L(M) rekursiv bzw. rekursiv aufzédhlbar?

Aufgabe 9.3. Andern/Erweitern Sie die TM M aus Beispiel 9.1, sodass der Ubertrag bei
der bindren Addition beriicksichtigt wird.
Hinweis: Die neue TM muss zuerst Platz fiir einen moglichen Ubertrag schaffen.

Aufgabe 9.4. Andern Sie die TM M aus Beispiel 9.3, sodass sie alle Palindrome (auch jene
ungerader Lange) tiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} akzeptiert.

Aufgabe 9.5. Geben Sie eine formale Definition fiir eine k-béndige deterministische Turing-
maschine an. Wie sieht die Startkonfiguration aus? Wie ist die akzeptierte Sprache definiert?

Aufgabe 9.6. Beweisen Sie Satz 9.4.
Aufgabe 9.7. Geben Sie eine TM an, welche die Sprache
L={0"1"|n >0}

akzeptiert. Ist diese Turingmaschine total?
Aufgabe 9.8. Geben Sie eine TM an, welche die Sprache

L={0"1"2"|n >0}
akzeptiert. Ist diese Turingmaschine total?
Aufgabe 9.9. Geben Sie eine einbdndige TM M {iber dem Eingabealphabet {0} an, sodass

sich der Schreib-/Lesekopf in der Mitte des Eingabewortes befindet, wenn M akzeptiert, d.h.
(s, FzU>®,0) = (t, x>, @ +1).
Hinweis: Markieren Sie das erste sowie letzte Zeichen der Eingabe und schieben Sie die

Markierungen schrittweise Richtung Mitte.
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Aufgabe 9.10. Geben Sie eine mehrbéndige TM M mit der Eigenschaft aus Aufgabe 9.9
an. Sie konnen annehmen, dass die Schreib-/Lesekopfe der TM auch stehen bleiben kénnen.

Aufgabe 9.11. Beweisen Sie, dass jede reguldre Sprache rekursiv ist.
Hinweis: Konstruieren Sie eine totale Turingmaschine fiir einen gegebenen Automaten
(z.B. einen DEA).

Aufgabe 9.12. Was bedeuten die Begriffe rekursiv, rekursiv aufzdhlbar, entscheidbar, semi-
entscheidbar? Welche Zusammenhénge kennen Sie zwischen diesen Begriffen? Angenommen
L C ¥* sei eine formale Sprache und sie wollen wissen, ob ein Wort w € ¥* in L enthalten
ist. Macht es fiir diese Frage einen Unterschied, ob L rekursiv bzw. rekursiv aufzahlbar ist?

Aufgabe 9.13. Welche der folgenden Sprachen ist (i) rekursiv, (ii) rekursiv aufzahlbar, (iii)
nicht rekursiv aufzahlbar?

1. Ly = {0™ | n ist eine Primzahl}

2. Lo ={"M"#" 27| M ist eine TM und x ein Wort iiber deren Eingabealphabet}
3. Ly ={"M"| M ist eine TM mit L(M) # &}

4. Ly ={z € {0,1}* | = enthélt den Substring 0011}

Hinweis: Keine formalen Beweise notwendig. Informelle Begriindung reicht aus.

Aufgabe 9.14. Sei NTM N = ({s,q,r,t},{0,1},{F,1,0,1},, 1,0, s,t,7) mit § gegeben
durch

F 0 1 U

s | {(s,5:R)} {(s,0,R),(¢,0,R)} {(s,LR)} {(r,L, L)}
q ) {(S,O,L),(T,O,L)} {(tvlaL)} {(T7U7L)}
Skizzieren Sie den Berechnungsbaum fiir die Worter e und 0011. Was ist der Grad des Nicht-

determinismus von N7 Wie kann man die einzelnen Konfigurationen im Berechnungsbaum
adressieren?

Aufgabe 9.15. Was ist die universelle Turingmaschine U? Wofiir wird sie verwendet?
Welche Sprache akzeptiert U?

Aufgabe 9.16. Codieren Sie die TM M aus Beispiel 9.1 {iber dem Alphabet {0,1}.

Aufgabe 9.17. Beweisen Sie mittels Diagonalisierung, dass MP nicht rekursiv ist. Skizzieren
Sie Thre Diagonalisierungsmaschine.

Aufgabe 9.18. Ist die Menge ~MP rekursiv / rekursiv aufzidhlbar / nicht rekursiv aufzéhl-
bar? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 9.19. Welche der folgenden PCPs haben eine Losung?
1. 111,1,010 und 1,11,01

2. 111,1,010 und 1,0,01

135



9 Berechenbarkeit

Aufgabe 9.20. Sei i =iy .. .14, eine Indexliste und p eine Instanz von PCP. Sei P(i,p) die
Eigenschaft, ¢ ist eine Losung von p. Zeigen Sie, dass die Eigenschaft P entscheidbar ist.

Hinweis: Skizzieren Sie eine TM M mit der Eigenschaft i ist Losung von p genau dann,
wenn "i'# pT e L(M)~

Aufgabe 9.21. Zeigen Sie, dass das Finden einer Losung fiir ein PCP semi-entscheidbar
ist.

Hinweis: Konstruieren Sie eine TM, die mogliche Losungen geméafs einer Ordnung durch-
lauft. Auf was muss geachtet werden?

Aufgabe 9.22. Finden Sie eine TM M, sodass "M " minimal (in der graduiert-lexikographischen
Ordnung) ist.
Hinweis: Beachten Sie die Bedingungen in Definition 9.1.

Aufgabe 9.23. Zeigen Sie, dass die Sprache der Palindrome iiber dem Alphabet {0,1}
rekursiv ist. Verwenden Sie eine Reduktion auf die TM aus Beispiel 9.3.
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 3.10.
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Komplexitatstheorie

Alle in diesem Kapitel verwendeten Alphabete sind endlich, alle Turingmaschinen total und
alle Eigenschaften /Probleme entscheidbar.

10.1 Einfiihrung in die Komplexitatstheorie

Komplexitidtsabschatzungen haben wir bereits kennen gelernt, z.B. in Satz 5.6, dass die Nach-
folgersuche in polynomiell vielen Schritten (in der Anzahl der Ecken und Kanten) alle von
einer Startmenge S aus erreichbaren Ecken in einem gerichteten Multigraphen G markiert.
Die Abschétzungen, die wir jetzt anstellen werden, sind etwas verschieden. Hat uns vorher die
Komplexitdt eines bestimmten Algorithmus interessiert, wird nun ein bestimmtes Problem
in den Vordergrund riicken. Die verwendeten Algorithmen riicken dabei in den Hintergrund.

Die Komplexititstheorie analysiert Algorithmen und Probleme hinsichtlich der von ih-
nen benoétigten Ressourcen wie etwa Rechenzeit oder Speicherplatz. Hierbei bezeichnet der
Ausdruck Problem eine allgemeine, mit Ja oder Nein zu beantwortende Frage; ein Ver-
fahren zur Beantwortung dieser Frage heifst Algorithmus. Beide Begrifflichkeiten haben wir
bereits verwendet. Zu jedem Problem gibt es verschiedene Algorithmen unterschiedlichster
Komplexitdt. Unter der Komplexitédt eines Algorithmus verstehen wir die notwendigerweise
aufgewandten Ressourcen (in Relation zur Eingabe), um den Algorithmus auszufiithren. Im
Besonderen sind wir daran interessiert, wie lange ein Algorithmus braucht, um ein Problem
zu 16sen (Laufzeitkomplexitat) oder wie viel Platz benotigt wird (Speicherplatzkomplexitit).
Die Komplexitét eines Problems ist die Komplexitét des effizientesten Algorithmus, um das
Problem zu 16sen. Wir betrachten beispielhaft zwei Probleme.

Erreichbarkeit:
Problem. Gegeben ein gerichteter Graph G und Ecken s,t € E, wobei E die Eckenmenge
von G bezeichnet. Gibt es einen Weg von s nach t? Dieses Problem nennt man Maze bzw.

Erreichbarkeit.

Zur Verdeutlichung betrachten wir ein einfaches Beispiel.

137



10 Komplexitatstheorie

Beispiel 10.1. Im gerichteten Graphen

gibt es einen Weg von Ecke 1 zu Ecke 5, aber keinen Weg von Ecke 5 zu FEcke 1.

Ein naiver Algorithmus koénnte das Problem Maze wie folgt Losen:

E)-1

— Uberpriife fiir jedes Tupel aus K #( , ob es ein Weg in G mit Startecke s ist, der ¢

als Zwischen- oder Endecke hat.

Sei n = #(E) + #(K). Fiir ein Tupel kann dieser Test in Zeit O(n?) durchgefiihrt werden.
Weil es O(n") verschiedene Tupel gibt, betrigt die Zeitkomplexitit dieses Algorithmus O(n?-
n") = O(n"*2). Die Platzkomplexitiit hingegen betrigt O(n), weil man sich immer nur ein
Tupel merken muss.

Das Problem Maze kann auch mittels Nachfolgersuche (Satz 5.6) gelost werden:

1. Setze S = {s} und markiere s.

2. Solange S nicht leer ist, wiederhole:
— Wahle eine Ecke e € S und entferne sie aus S.
— Bestimme alle unmarkierten unmittelbaren Nachfolger von e, markiere sie und
gebe sie zu S hinzu.

3. Antwort “ja” wenn ¢ markiert, sonst “nein”.

Sei n = #(E)++#(K). Dann folgt aus Satz 5.6, dass die Nachfolgersuche in Zeit O(n?) liuft.
Der Platzbedarf des Algorithmus ist O(n).

Man kann zeigen, dass die Nachfolgersuche von der Zeitkomplexitét her ein optimaler Al-
gorithmus fiir das Erreichbarkeitsproblem ist, d.h. die Zeitkomplexitat ist notwendigerweise
quadratisch. Beziiglich der Platzkomplexitit gibt es Algorithmen, die mit O(log?n) Platz
auskommen (siehe [8]), dann aber eine exponentielle Zeitkomplexitit aufweisen.

Hamiltonscher Kreis:

Problem. Gegeben ein ungerichteter Graph G. Gibt es einen Zykel, der jede Ecke genau
einmal enthdlt (mit Ausnahme der Start-/Endecke)? Solch ein Zykel wird Hamiltonscher
Kreis genannt.

Beispiel 10.2. In Beispiel 5.11 (Seite 41) ist (1,2,6,7) ein Hamiltonscher Kreis.

Ein (naiver) Algorithmus konnte fiir einen ungerichteten Graphen mit Eckenmenge E und
Kantenmenge K wie folgt verfahren:

o Uberpriife fiir jedes Tupel aus K#F) ob es ein Hamiltonscher Kreis ist.
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Sein := #(E)+#(K). Dann kann fiir ein gegebenes Tupel in Zeit O(n?) iiberpriift werden,
ob es ein Hamiltonscher Kreis ist. Allerdings gibt es O(n™) viele dieser Tupel und somit ist
die Zeitkomplexitit fiir den skizzierten Algorithmus O(n"*2). Die Speicherplatzkomplexitit
ist O(n), weil man sich immer nur das aktuell betrachtete Tupel merken muss. Die Zeitkom-
plexitétsschranke ldsst sich verbessern, z.B. sind Algorithmen mit exponentieller Laufzeit
bekannt. Das heiftt, das Problem ist nur fiir recht kleine Probleminstanzen mit vertraglichem
Zeitaufwand 16sbar.

Bisher ist nicht bekannt, ob es einen Algorithmus gibt, der das Hamiltonsche Kreis Problem
in polynomieller Zeit 16sen kann.

Als letztes Problem betrachten wir das Problem festzustellen, ob eine Spielerin das Spiel
verallgemeinerte Linderkunde immer gewinnen kann. Hierbei ist das Spiel werallgemein-
erte Linderkunde wie folgt definiert. Gegeben seien ein gerichteter Graph G und ein aus-
gewahlter Startknoten s. Das Spiel verallgemeinerte Linderkunde wird von zwei Spielern
gespielt. Spielerin I beginnt in der Ecke (dem “Land”) s und wahlt eine in G erreichbare
Ecke (“Land”), das markiert wird. Dann zieht Spieler II und markiert das erreichte Land
wieder und so weiter. Derjenige Spieler, der kein (unmarkiertes) Land mehr erreichen kann,
verliert.

Problem. Seien ein gerichteter Graph und ein ausgewdhlter Startknoten s gegeben. Das
verallgemeinerte Linderkundeproblem (‘generalised geography problem, kurz GEO) ist das
Problem, ob Spielerin I das Spiel immer gewinnen kann, wenn sie im Land s beginnt. Es
wird also nach einer Gewinnstrategie fiir Spielerin I gesucht.

Die folgende rekursive Entscheidungsprozedur A stellt fest, ob Spielerin I eine Gewinnstrate-
gie hat. Dabei bezeichnet G den Graphen, F, K Eckenmenge und Kantenmenge und b das
aktuell besuchte Land.

1. Wenn der Ausgangsgrad von b, 0 ist, dann verliert Spielerin I immer, deshalb verwerfen
wir die Eingabe.

2. Eliminiere Ecke b und alle wegfiihrenden Kanten. Der erhaltene Graph wird mit G’
bezeichnet.

3. Fiir jede der Ecken b’ aus der Menge der unmittelbaren Nachfolger von b (in G), rufe
A rekursiv mit (G',b') auf.

4. Wenn alle Aufrufe akzeptieren, dann hat Spieler II eine Gewinnstrategie, also verwerfe.
Andererseits hat Spieler II keine Gewinnstrategie, dafiir Spielerin I, also akzeptiere.

Wir schitzen nur den Speicherplatzbedarf des Algorithmus ab. Der einzige Platz den A
benotigt, ist der Platz fiir die rekursiven Aufrufe. In jedem rekursiven Aufruf wird eine Ecke
gespeichert. Die Anzahl der Ecken ist durch #(F) beschrénkt, also ist der Platzbedarf linear
in Grofse des Graphen G.

Die Komplexitat eines Problems kann vom Berechnungsmodell abhingen. Fiir die Kom-
plexitédtsanalyse wiahlen wir ein moglichst einfaches (und formales) Berechnungsmodell wie
etwa Turingmaschinen. Weil man zeigen kann, dass ein konventioneller Computer (in poly-
nomieller Zeit) auf einer Turingmaschine simuliert werden kann, sind unsere Analysen auch
fiir die Praxis relevant.
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10.2 Laufzeitkomplexitat
Die folgende Definition gilt fiir deterministische und nichtdeterministische Turingmaschinen.
Definition 10.1 (Laufzeitkomplexitiat). Sei M eine totale Turingmaschine. Die Laufzeit

oder Laufzeitkomplezitat von M ist eine Abbildung T: N — N, wobei T'(n) die maximale
Anzahl von Schritten von M auf allen Eingaben der Lénge n bezeichnet, also

T'(n) := max{m | M hélt bei Eingabe x nach m Schritten und ¢(z) = n}
Wir sagen auch, dass T die Laufzeit von M ist und, dass M eine T'-Zeit Turingmaschine ist.

Beispiel 10.3. Fiir die TM M aus Beispiel 9.1 ergibt sich z.B. T(0) = 3 und 7'(1) = 5.
Weiters ist T'(n) € O(n).

Als néchstes fithren wir Komplexitdtsklassen ein. In dieser Vorlesung beschréanken wir uns
auf die Komplexitéit von entscheidbaren Problemen.

Definition 10.2. Sei T: N — N eine Abbildung. Die deterministische Zeitkomplexitét-
sklasse DTIME(T) ist wie folgt definiert:

DTIME(T) := {L(M) | M ist eine mehrbandige DTM mit Laufzeit O(T")}
Die nichtdeterministische Zeitkomplexitatsklasse NTIME(T') definiert man analog:

NTIME(T) := {L(M) | M ist eine mehrbandige NTM mit Laufzeit O(T)}

Die Klasse DTIME(T') enthélt also alle Sprachen, deren Zugehorigkeitstest von einer mehr-
bandigen DTM in Zeit O(T') entschieden werden kann.

Wir konnen das Problem Maze auch als Sprache betrachten, wenn wir ein geeignetes
Alphabet zur Kodierung von Graphen voraussetzen.'

Maze = {(G, s,t) | G ist ein gerichteter Graph mit einem Weg von s nach ¢}
Auch das Problem des Hamiltonschen Kreises kann als Sprache definiert werden:

HK = {(G, k) | G ist ein ungerichteter Graph mit Hamiltonschem Kreis k}

Beispiel 10.4. Wir haben gesehen, dass Maze mit einer deterministischen Turingmaschine
in Laufzeit O(n?) entschieden werden kann. Also gilt Maze € DTIME(n?).

Beispiel 10.5. Wir haben gesehen, dass HK € DTIME(n"*?). Allerdings ist HK € NTIME(n?),
weil eine NTM einen Hamiltonschen Kreis raten und diesen in O(n?) Zeit verifizieren kann.

! In diesem Kapitel verwenden wir die Begriffe Sprache und Problem synonym, da man jedes algorithmische
Problem geeignet als formale Sprache darstellen kann und umgekehrt (siche Definition 9.9).
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10.2.1 Die Klassen P und NP

Wir interessieren uns fiir das asymptotische Wachstum von Komplexitétsschranken. Dabei
sind Laufzeitkomplexitatsfunktionen, die polynomiell sind, solchen die exponentiell wachsen
(im Normalfall) deutlich vorzuziehen.

Im Besonderen interessieren wir uns fiir diejenigen Probleme, die durch einen Algorithmus,
der in polynomieller Zeit lauft, berechnet werden kénnen. Diese Probleme werden in der
Komplexitatsklasse P zusammengefasst. Hier steht das P fiir Polynomielle Zeit. Die Klasse
P umfasst jene Probleme, fiir welche eine Losung in polynomieller Zeit gefunden werden
kann.

Die Moglichkeit von nichtdeterministischen Algorithmen erklart das Interesse an ein-
er zweiten Komplexitéitsklasse, der Klasse NP. Hier steht NP fiir Nichtdeterministische
Polynomielle Zeit. Die Klasse NP umfasst jene Probleme, fiir welche eine Losung in poly-
nomieller Zeit verifiziert werden kann. Die Komplexitit der Suche einer geeigneten Lsung
bleibt hier jedoch verborgen.

In der Folge definieren wir die Klassen P und NP formal: Die Komplexitétsklasse P umfasst
alle Sprachen, deren Zugehorigkeitstest in polynomieller Zeit durch eine DTM entschieden
werden kann. Analog kénnen wir NP definieren als die Klasse von Sprachen, deren Zuge-
horigkeitstest in polynomieller Zeit durch eine NTM entschieden werden kann.

Definition 10.3.

P:= | J DTIME(n¥)
k>0
NP := [ J NTIME(n")
k>0
Wir geben zwei unterschiedliche, aber dquivalente Definitionen der Klasse NP. Zunéchst

formalisieren wir die eingangs erwdhnte Intuition. Dies Definition erleichtert auch das Fest-
stellen, ob eine bestimmte Sprache in NP ist oder nicht.

Definition 10.4. Ein Verifikator einer Sprache L ist ein Algorithmus V', sodass
L = {z | es existiert ein String ¢, sodass V akzeptiert (z,c)} .

Ein polytime Verifikator ist ein Verifikator mit Laufzeit O(n*) (k beliebig), wobei n = £(z).
Das Wort ¢ wird auch als Zertifikat bezeichnet.

Die Klasse NP’ ist definiert als die Klasse der Sprachen L, die einen polytime Verifikator
haben.

Beispiel 10.6. Es gilt TSP € NP’. Das ist am leichtesten dadurch einzusehen, indem die
optimale Tour als Zertifikat ¢ betrachtet wird. Gegeben eine Tour c¢ ist es leicht moglich
mit Hilfe eines deterministischen Algorithmus nachzupriifen, dass diese Tour wirklich eine
Bewertung kleiner gleich B hat.

Satz 10.1. Es gilt NP = NP’, das heifst, die Klasse der Sprachen, die einen polytime Veri-
fikator haben, ist gleich der Klasse von Sprachen, die durch eine NTM entschieden werden.

Beweis. Sei L € NP’. Dann existiert eine nichtdeterministische TM, N, sodass L = L(N).
Wir definieren eine polytime Verifikator V' mit Eingabe (z,c), wobei x und ¢ Worter sind.
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1. Simuliere auf der Eingabe x die NTM N, wobei die Symbole in ¢ als Auswahlsequenz
verwendet werden, um die Nichtdeterminismuspunkte aufzulésen. (Vergleiche dazu mit
dem Beweis von Satz 9.5.)

2. Wenn N akzeptiert, akzeptiert V', ansonsten verwerfe.

Andererseits sei L € NP. Das heifst, es existiert ein polytime Verifikator V fiir L. Dann
konstruieren wir eine nichtdeterministische Maschine N aus V mit Eingabe x. Wir nehmen
an V lauft in Zeit n*.

1. Wiéhle (nichtdeterministisch) einen String ¢ der Lénge n*.
2. Simuliere V' auf (z, c).
3. Wenn V akzeptiert, dann akzeptiere, sonst verwerfe.

O

Mit dem Lemma gilt also TSP € NP, was natiirlich auch direkt {iber TMs leicht zu
argumentieren ist.

Beispiel 10.7. Es gilt Maze € P. Wegen P C NP ist auch Maze € NP.
Beispiel 10.8. Es gilt HK € NP. Derzeit ist unbekannt, ob HK € P.
Offensichtlich ist P € NP. Die andere Inklusion ist ein offenes Problem in der Informatik.

Die Direktoren von CMI |Clay Mathematics Institute| haben 7 Millionen Dollar
Preisgeld fiir die sogenannten Millennium Probleme ausgeschrieben. Eines der
Millennium Probleme ist die Frage nach P = NP.

10.2.2 Polynomielle Reduktion

Am Ende von Kapitel 9.3.2 haben wir den Begriff der Reduktion informell eingefiihrt. Nun
werden wir diesen Begriff, genauer den Begriff der polynomiellen Reduktion, formal einfiihren.

Definition 10.5. Seien ¥ und A Alphabete. Eine Abbildung R: >* — A* heifst in poly-
nomieller Zeit berechenbar, wenn es eine k-bandige totale DTM M mit Eingabealphabet ¥
gibt, sodass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. M lauft in polynomieller Zeit, das heifit, es existiert ein k € N, sodass M eine O(nF)-
Zeit Turingmaschine ist.

2. Bei Eingabe x € ¥* steht R(z) € A* am k-ten Band, wenn M halt.

Definition 10.6 (Reduktion in polynomieller Zeit). Seien A C ¥* und B C A* formale
Sprachen. Dann ist A in polynomieller Zeit reduzierbar auf B (A <P B), wenn eine in
polynomieller Zeit berechenbare Abbildung R: ¥* — A* existiert, sodass fiir alle x € X*

re€A < R(z)eB.

142



10.2 Laufzeitkomplexitét

x R(z) —— t

poly. Zeit

Abbildung 10.1: Polynomielle Reduktion: z € A < R(z) € B

Wir verwenden Reduktionen, wenn wir zeigen wollen, dass ein Problem A nicht schwieriger
zu l6sen ist als ein Problem B. Sei etwa fiir das Problem B schon eine Turingmaschine
bekannt, die B entscheidet. Gelte nun A <P B, wobei wir die Reduktion R verwendet
haben. Dann kénnen wir mit Hilfe von R und der Turingmaschine fiir B das Problem A
entscheiden.

In Abbildung 10.1 wird der Zusammenhang anschaulich beschrieben. Da es sich bei R um
eine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion handelt, wissen wir auch, dass sich das
Laufzeitverhalten von der Turingmaschine fiir A nur um einen polynomiellen Faktor von der
Turingmaschine fiir B unterscheidet.

Beispiel 10.9. Seien

A ={x € {a,b}" | £(x) ist gerade} und
B = {z €{0,1}" | z ist ein Palindrom gerader Lénge} .

Dann gilt A <P B.

Satz 10.2. Seien A und B formale Sprachen mit A <P B. Dann gilt
— Wenn B € P, dann A € P.
— Wenn B € NP, dann A € NP.

Beweis. Direkte Konsequenz aus Definition 10.6. O

Definition 10.7 ( C-hart, C-vollstdndig). Sei C eine beliebige Komplexitatsklasse (z.B. P
oder NP). Eine formale Sprache B heifst

— C-hart (beziiglich <P ), wenn A <P B fiir alle Sprachen A € C und
— C-vollstindig (beziiglich <P), wenn B € C und B zudem C-hart ist.

Laut Definition 10.7 ist jedes Problem in P auch P-vollstandig (beziiglich <P), weil man
das Problem in der Reduktion 16sen kann. Die folgenden Resultate geben wir ohne Beweis.

Satz 10.3. Das Problem HK ist NP-vollstindig. O

Als einfache Konsequenz von Satz 10.3 sehen wir, dass P = NP, wenn HK € P. Somit
kénnten Sie mit einem deterministischen Algorithmus fiir HK, der in polynomieller Zeit
lauft eine Million Dollar verdienen.

Satz 10.4. Das Erfillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Formeln (SAT) ist NP-vollstindig
(siehe [7]). O
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10.3 Speicherplatzkomplexitat

Analog zur Laufzeitkomplexitéat fithren wir die Speicherplatzkomplezitit formal ein. Weil wir
die Eingabe nicht als Speicherplatz betrachten, nehmen wir an, dass die Turingmaschine auf
das Eingabeband nur lesend zugreift, auf den Arbeitsbdndern aber sowohl lesen als auch
schreiben kann.

Definition 10.8 (Speicherplatzkomplexitét). Sei M eine totale k-béndige Turingmaschine.
Der Speicherplatz oder die Speicherplatzkomplexitit von M ist die Abbildung S: N — N,
wobei S(n) die maximale Anzahl von Bandfeldern bezeichnet, die M auf allen Eingaben der
Lange n liest, wobei aber nur die Zeichen auf den Arbeitsbdndern betrachtet werden. Wir
sagen auch, dass M eine S-Platz Turingmaschine ist.

Definition 10.9. Sei S: N — N eine Abbildung. Die deterministischen und nichtdeter-
ministischen Platzkomplexititsklassen sind wie folgt definiert:

DSPACE(S) := {L(M) | M ist eine mehrbéndige DTM mit Speicherplatz O(S)}
NSPACE(S) := {L(M) | M ist eine mehrbéandige NTM mit Speicherplatz O(S)}

Wir definieren einige géngige Platzkomplexitétsklassen.

Definition 10.10.

LOGSPACE := DSPACE(log n) NLOGSPACE := NSPACE(log n)
PSPACE := | | DSPACE(nF) NPSPACE := |_J NSPACE(n")
k=1 k=1

Abschliefend wollen wir noch einen Uberblick iiber die Zusammenhiinge der betrachteten
Komplexitatsklassen geben:

LOGSPACE € NLOGSPACE C P € NP C PSPACE = NPSPACE

Wir sehen also unter anderem, dass die polynomielle Platzkomplexitatsklasse unter Nichtde-
terminismus abgeschlossen ist (d.h. PSPACE = NPSPACE). Wie schon berichtet, ist die selbe
Frage fiir die polynomiellen Zeitkomplexitédtsklassen P und NP ein offenes Problem. Zudem
weif man, dass LOGSPACE # PSPACE. Hingegen ist unbekannt welche (und wie viele) der
obigen Inklusionen strikt sind [8].

10.3.1 Logarithmisch Platzbeschrankte Reduktion

In Sektion 10.2.2 haben wir Reduktionen betrachtet, die in polynomieller Zeit berechnet
werden konnen. Fiir (kleine Platz)komplexitétsklassen, ist diese Definition mitunter zu grob.
Deshalb definieren wir eine feinere Reduktionsrelation.

Definition 10.11. Ein logarithmischer Umwandler T ist ein 10-Tupel
T = (Q727FaA7|_7u75757t7T)7

sodass A eine endliche Menge von Ausgabesymbolen ist und Q, X, I', b, U, 9, s, t, r wie bei
einer totalen dreibdndigen DTM definiert sind.
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10.3 Speicherplatzkomplexitét

Zuséatzlich gilt, dass das erste Band nur gelesen werden darf, das dritte Band nur beschrieben
werden darf und am zweiten Band bei jeder Eingabe der Lénge n maximal logn Zeichen
gelesen werden diirfen.

Schematisch kann ein logarithmischer Umwandler wie folgt dargestellt werden.

(Flo]alalalb]b]a]b[u]uluJu]u] (- - Eingabeband
read-only

Flblalalalo|ululb]ululululu] s - Arbeitsband
O(logn) Platzbedarf

"“a‘ )‘b‘a‘b‘a‘l_l\b\l_l\l_l\l_l\u\u\5-'- Ausgabeband

‘M write-only
Q

Definition 10.12. Seien ¥ und A Alphabete. Eine Abbildung R: ¥X* — A* heifft mit
logarithmischem Platz berechenbar, wenn ein logarithmischer Umwandler existiert, der bei
Eingabe von x € ¥* das Wort R(x) € A* auf seinem Ausgabeband stehen hat, wenn er hélt.

Definition 10.13 (Reduktion mit logarithmischem Platz). Seien A C ¥* und B C A*
formale Sprachen. Dann ist A reduzierbar mit logarithmischem Platz auf B (A <'°¢ B),
wenn eine mit logarithmischem Platz berechenbare Abbildung R: ¥* — A* existiert, sodass
fiir alle z € X

re€A & R(x)eB.

Der nichste Satz zeigt, dass die Relation <!°¢ die Relation <P verfeinert.
Satz 10.5. Seien A und B formale Sprachen. Wenn A <9 B, dann A <P B.

Beweis. Sei T ein logarithmischer Umwandler mit logarithmischem Platz, d.h. es gibt eine
Konstante ¢ € N, sodass T maximal clogn Felder am Arbeitsband liest. Es gibt also
#(T)¢1°8™ verschiedene Méglichkeiten fiir den Arbeitsbandinhalt von T. Wir wéhlen ein
d € N mit #(I') < 10%. Dann ist

#(F>clogn < (lod)clogn — 1oc-d10gn — (lologn)c.d _ nc-d
und somit kénnen nur polynomiell viele Konfigurationen

#@Q - n%t n

~— ~—
aktueller Zustand Bandinhalt  PositionSchreib—/Lesekopf

auftreten. Weil T total ist, hat T eine polynomielle Laufzeit. Fiir Details verweisen wir
auf [8]. O

Das folgende Resultat ist eine direkte Konsequenz aus den Sétzen 10.2 und 10.5.

Folgerung. Seien A und B formale Sprachen.
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— Wenn A <" B und B € P, dann A € P.
— Wenn A <" B und B € NP, dann A € NP.

Beispiel 10.10. Fiir die Sprachen A und B aus Beispiel 10.9 gilt A <& B. (Die Abbildung
R kann sogar ohne Platz berechnet werden.)

Wie fiir <P kann man fiir <'°¢ die Konzepte C-hart und C -vollstandig definieren.

Satz 10.6. Ob ein gerichteter Graph stark zusammenhdngend ist, ist NLOGSPACE-vollstindig
(beziiglich <!'°9). O

Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz an; der Beweis kann etwa in [10] oder [5]
nachgelesen werden.

Satz 10.7.

1. Das Problem Maze ist NLOGSPACE-vollstindig, das heifit vollstindig fiir die Klasse
NLOGSPACE in Bezug auf <'9.

2. Das Problem GEO ist PSPACE-vollstindig, das heif$t vollstindig fiir die Klasse PSPACE
in Bezug auf <'9.
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10.4 Aufgaben

Aufgabe 10.1. Betrachten Sie das Problem Maze. Berechnen Sie fiir den naiven Algorith-
mus bzw. fiir die Nachfolgersuche jeweils (asymptotische) Werte fiir die Laufzeitkomplexitét
bzw. Speicherplatzkomplexitét fiir n = 1, n = 10, n = 100, n = 1000.

Aufgabe 10.2. Was ist die Laufzeitkomplexitit einer Turingmaschine? Bestimmen Sie die
Laufzeitkomplexitdt der Turingmaschinen aus den Beispielen 9.1 und 9.3.

Hinweis: Wenn Sie die Funktion 7'(n) nicht genau angeben konnen, bestimmen Sie das
asymptotische Wachstum mittels O Notation.

Aufgabe 10.3. Wie sind die Komplexitatsklassen P und NP definiert? In welcher Relation
stehen sie zueinander? Scheint die Komplexitétsklasse LOGTIME := DTIME(logn) sinnvoll?
Bestimmen Sie welche Probleme in welcher Komplexitatsklasse liegen.

P | NP
Maze | v/
HK | x
PCP
SAT

Hinweis: Einige Kombinationen sind offene Probleme.

Aufgabe 10.4. Skizzieren Sie eine zweibandige DTM M mit linearer Laufzeitkomplexitét,
deren Sprache die Menge aller Palindrome ungerader Léange tiber dem Alphabet {0, 1} ist.
Warum wurde die Einschrankung auf Palindrome ungerader Lénge getroffen?

Aufgabe 10.5. Seien A, B und C formale Sprachen. Zeigen Sie, dass die Reduktion mit
polynomieller Zeit transitiv ist:

Wenn A <P Bund B <P C, dann A <P C.

Aufgabe 10.6. Seien A und B formale Sprachen und C eine Komplexititsklasse. Zeigen
Sie:
Wenn A C-hart ist und A <P B, dann ist B C-hart.

Gilt auch
Wenn A C-vollstandig ist und A <P B, dann ist B C-vollstandig.
Hinweis: Verwenden Sie das Resultat von Aufgabe 10.5.

Aufgabe 10.7. Gegeben ein (Un-)Gleichungssystem AZ > b, wobei A € Z™*™ F ein n-
Vektor von Unbekannten und b ein m-Vektor mit Eintrdgen aus Z . Das finden einer Losung
Z nennt man integer programming. Zeigen Sie, dass integer programming NP-vollstédndig ist.

Hinweis: Reduzieren Sie von SAT, dh. geben Sie eine in polynomieller Zeit berechenbare
Funktion r an, sodass

— 7(p) = AZ > b und
—  erfiillbar genau dann, wenn AZ > b eine Losung besitzt.

Sie kdnnen annehmen, dass die aussagenlogische Formel in CNF gegeben ist.
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