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Zusammenfassung der letzten LVA

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein 5-Tupel (Q, %, 6, S, F),
sodass

® Q eine endliche Menge von Zustande

® > eine endliche Menge, das Eingabealphabet; dessen Elemente Eingabezeichen
genannt werden,

die Zustandsubergangsfunktion
0:QxX—P)

gibt an wie sich der Zustand des Automaten bei einer Eingabe andern kann

S C Q, deren Elemente Startzustande genannt werden,

F C Q, deren Elemente akzeptierende Zustande genannt werden
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Teilmengenkonstruktion

Sei N = (Qn, X, dn, S, Fn) ein NEA; dannist D = (Qp, X, dp, S, Fp) ein DEA, wobei
El Qp ist die Menge der Teilmengen von Qy, also Qp = P(Qn)
E FurallePceQpundace X

dp(P,a) = | J on(p,a).

peP
El Fpist die Menge {P C Qy | PN Fy # &}



Teilmengenkonstruktion

Sei N = (Qn, X, dn, S, Fn) ein NEA; dannist D = (Qp, X, dp, S, Fp) ein DEA, wobei
El Qp ist die Menge der Teilmengen von Qy, also Qp = P(Qn)
E FurallePceQpundace X

dp(P,a) = | J on(p,a).

peP
El Fpist die Menge {P C Qy | PN Fy # &}

Sei N = (Qn, %, 0n,S, Fy) ein NEA und D = (Qp, X, 0p, S, Fp) der durch die
Teilmengenkonstruktion berechnete DEA; dann L(D) = L(N)




Fir den NEA N liefert die Teilmengenkonstruktion den folgenden DEA:
0 1

@ 1% 1%

—+{qo} | {90,q1} {q0}

{a1} {91} {g2}

+{q2} {92} {92}
{90,091} | {90,901} {90,092}
#{q0,92} | {90,91,92} {qo0,92}

#{q1,92} | {91,42} {a2}
#{q0,91,92} | {90,91,92} {90,92}




Fir den NEA N liefert die Teilmengenkonstruktion den folgenden DEA:
0 1

%) %) %)

—{qo} {90,a1} {qo}

{1} {g1} {g2}

#{q2} {a2} {a2}
{90,91} | {90,a91}  {qo,q2}
#{q0,92} | {90,91,92} {qo0,92}

*{g1,92} {91,92} {g2}
#{q0,91,92} | {90,91,92} {90,q2}

Folgerung

L wird von einem DEA akzeptiert gdw L von einem NEA akzeptiert wird




Satz (Erinnerung)

Sei N = (Qn, %, dn,S, Fy) ein NEA und D = (Qp, X, 0p, S, Fp) der durch die
Teilmengenkonstruktion berechnete DEA; dann L(D) = L(N)




Satz (Erinnerung)

Sei N = (Qn, %, dn,S, Fy) ein NEA und D = (Qp, X, 0p, S, Fp) der durch die
Teilmengenkonstruktion berechnete DEA; dann L(D) = L(N)

Beweis.

® wir beweisen mit struktureller Induktion flir x € ¥* und P C Qy beliebig, dass

5D P, X U 5N ,O,
peP




Satz (Erinnerung)

Sei N = (Qn, %, dn,S, Fy) ein NEA und D = (Qp, X, 0p, S, Fp) der durch die
Teilmengenkonstruktion berechnete DEA; dann L(D) = L(N)

Beweis.

® wir beweisen mit struktureller Induktion flir x € ¥* und P C Qy beliebig, dass

5D P X U 6N ,O,
peP

* daraus folgt: Definition L(D), L(N)
L(D) = {x € £* | 6p(5,X) € Fp}
={xeX*|0p(5,x) e {PCQn|PNFy#2}}
= {x € * | 0p(S,x) N Fy # &}

= {x € =" | | on(s,x) N Fy # @} = L(N)
seSs




Beweis (Fortsetzung).

wir zeigen Vx: dp(P,x) = Uper Sn(p, x): Definition dp, iy




Beweis (Fortsetzung).

wir zeigen Vx: dp(P, x) = Uper Sn(p, x): Definition dp, iy
E1 Basis:




Beweis (Fortsetzung).

wir zeigen Vx: dp(P, x) = Uper Sn(p, x): Definition dp, iy
E1 Basis:

8D(Pa€) == U{p}

peP



Beweis (Fortsetzung).

wir zeigen Vx: dp(P,x) = Uper Sn(p, x): Definition dp, iy

1 Basis: . o
op(Pe) =P = J{r} = [ dn(p, )

peEP peP




Beweis (Fortsetzung).

|

wir zeigen Vx: dp(P, x) = Upep on(p, X): Definition dp, iy

1 Basis: . .
dp(P.e) =P = J{p} = n(p.e€)
peEP peP
Fl1 Schritt:

sei x = ya



Beweis (Fortsetzung).

|

wir zeigen Vx: dp(P, x) = Upep on(p, X): Definition dp, iy
1 Basis: . .
oo(P.e) =P = J{p} = |J dn(p. )
peEP peP
F1 Schritt:
seix =ya

SD(P,ya) = 5D(8D(P:y)va)



Beweis (Fortsetzung).

|

wir zeigen Vx: dp(P, x) = Upep on(p, X): Definition dp, iy
1 Basis: . .
oo(P.e) =P = J{p} = |J dn(p. )
peEP peP
F1 Schritt:
seix =ya

SD(P,ya) = 5D(8D(P:y)va)
= 5D(U SN(p,y),a)

pEP



Beweis (Fortsetzung).

|

wir zeigen Vx: dp(P, x) = Upep on(p, X): Definition dp, iy
1 Basis: . .
oo(P.e) =P = J{p} = |J dn(p. )
peEP peP
F1 Schritt:
seix =ya

SD(P,ya) = 5D(8D(P:y)va)
= 5D(U SN(p,y),a)

pEP

= U 6N(Qaa)

9€Upep On(p.y)



Beweis (Fortsetzung).

|

wir zeigen Vx: 8p(P,x) = Upep On(p, X): Definition 4p, iy
1 Basis: . o
do(P.c) =P = J{p} = J dn(p.<)
pEP peP
F1 Schritt:
sei x = ya

SD(P,ya) = 5D(8D(P:y)va)
= 5D(U SN(p,y),a)

peP

= |J  on@a) = dnip.va)

qupEPSN(p7y) pEP



Beweis (Fortsetzung).

|

wir zeigen Vx: dp(P, x) = Upep on(p, X): Definition dp, iy
1 Basis: . .
oo(P.e) =P = J{p} = |J dn(p. )
peEP peP
F1 Schritt:
seix =ya

SD(P,ya) = 5D(8D(P:y)va)
= 5D(U SN(p,y),a)

peP
= U 6N(Qaa) = USN(paya)
9€Upep On(p.y) peP



Beispiel

betrachte den folgenden NEA :

0,1
0,1 0,1 0,1 0.1

(0@ L @) ()21 (@)

@) =) 1)



Beispiel

betrachte den folgenden NEA :

0,1
0,1 0,1 0,1 0.1
() )——®) )

El der NEA N akzeptiert die Sprache {x1y | {(y) =n —1}



Beispiel

betrachte den folgenden NEA :

0,1
@1@ 0,1 @0,1 0,1@ 0,1 @

El der NEA N akzeptiert die Sprache {x1y | {(y) =n —1}
F1 angenommen existiert DEA D, sodass L(D) = L(N)
El D muss sich die n letzten Symbole merken, bevor er akzeptieren kann



Beispiel
betrachte den folgenden NEA :
0,1

/?0\1/(7—1\ 0.1 /o~ 01 o,1® 0,1@
&)%) )

El der NEA N akzeptiert die Sprache {x1y | {(y) =n —1}

F1 angenommen existiert DEA D, sodass L(D) = L(N)

El D muss sich die n letzten Symbole merken, bevor er akzeptieren kann

3 daflr gibt es 2" Moglichkeiten

D muss also zumindest 2" Zustande haben



Beobachtung

sei N ein NEA mit |[dn(g,a)| < 1 flirallege Qundalleac ©
wir flhren einen neuen Zustand f (Q N {f} = @), den Fangzustandes ein
und erweiteren die Ubergangsfunktion
g ) — {5N(q,a) g €0 und |dn(g,a)| =1
{f} (g € Q und |in(g,a)| =0) oder g=f
wir erhalten einen NEA N/, der dieselbe Sprache wie N akzeptiert
es is leicht einzusehen, dass der NEA N’ &quivalent zu einem DEA ist

wir bezeichnen auch Automaten mit hochstens einem Folgezustand pro
Eingabezeichen als deterministisch



Endliche Automaten mit Epsilon-Ubergéngen

Ein e-NEAN = (Q, X, 4, S, F) ist gegeben durch

eine endliche Menge Q, deren Elemente Zustande heilsen,
eine endliche Menge %, die Eingabealphabet heiRt und € nicht enthalt
eine Abbildung
5: QO x (XU{e}) = P(Q)
die Zustandstbergangsfunktion heiRt, und angibt wie sich der Zustand eines
Automaten bei einer Eingabe oder spontan andern kann
eine Teilmenge S C Q, deren Elemente Startzustande genannt werden
eine Teilmenge F C Q, deren Elemente akzeptierende Zustande genannt werden



Endliche Automaten mit Epsilon-Ubergéngen

Ein e-NEAN = (Q, X, 4, S, F) ist gegeben durch

eine endliche Menge Q, deren Elemente Zustande heil3en,
eine endliche Menge %, die Eingabealphabet heiRt und € nicht enthalt
eine Abbildung
§: Q0 x (XU{e}) = P(Q)
die Zustandstbergangsfunktion heiRt, und angibt wie sich der Zustand eines
Automaten bei einer Eingabe oder spontan andern kann
eine Teilmenge S C Q, deren Elemente Startzustande genannt werden
eine Teilmenge F C Q, deren Elemente akzeptierende Zustande genannt werden



Beispiel

Sei e-NEA N gegeben durch:

0 1 2 €
—=qo | {0} {q1} {92} @
g1 | {q1} {92} 2 {qo}
*q2 | {92} 2 {qo} {a1}

10



Beispiel

Sei e-NEA N gegeben durch:

0 1 2 €

—qo | {g0} {a1} {a2} @
g1 [ {a1} {92} @ {qo}
#q2 | {q2} @ {qo} {a1}

Sei N = (Q,%,4,S,F) ein e-NEA. Die e-Hulle einer Menge P C Q ist induktiv definiert:
® Basis: Fur alle p € P gilt p € e-Hulle(P).




Beispiel

Sei e-NEA N gegeben durch:

0

1

2 €

—dqo
a1
*q2

{ao} {¢1} {92} o

{a1} {a2}

{q2}

1%}

2 {qo}
{go} {a1}

Sei N = (Q,%,4,S,F) ein e-NEA. Die e-Hulle einer Menge P C Q ist induktiv definiert:

® Basis: Fur alle p € P gilt p € e-Hulle(P).

e Schritt: Wenn p € e-Hille(P) dann ist §(p, €) C e-Hulle(P).



Sei f: Q@ — P(Q) eine Abbildung und P C Q; dann gilt
e-Hiille(| ) () = | e-Hiille(f(p))

peP peP




Sei f: Q@ — P(Q) eine Abbildung und P C Q; dann gilt
e-Hiille(| ) () = | e-Hiille(f(p))

peP peP

Sei (Q,X,4,5,F) ein e-NEA; die erweiterte Zustandslibergangsfunktion
5:Q x I* = P(Q)

ist induktiv definiert:
* Basis: §(q, €) = e-Hulle({g}).

11



Sei f: Q@ — P(Q) eine Abbildung und P C Q; dann gilt
e-Hiille(| ) () = | e-Hiille(f(p))

peP peP

Sei (Q,X,4,5,F) ein e-NEA; die erweiterte Zustandslibergangsfunktion
5:Q x I* = P(Q)

ist induktiv definiert:
* Basis: §(q, €) = e-Hulle({g}).
e Schritt: Wenn S(q,x) ={p1,...,px} und Uf;l d(pi,a) ={ri,...,rm},

11



Sei f: Q@ — P(Q) eine Abbildung und P C Q; dann gilt
e-Hiille(| ) () = | e-Hiille(f(p))

peP peP

Sei (Q,X,4,5,F) ein e-NEA; die erweiterte Zustandslibergangsfunktion
5:Q x I* = P(Q)

ist induktiv definiert:
* Basis: §(q, €) = e-Hulle({g}).
e Schritt: Wenn S(q,x) ={p1,...,px} und Uf;l d(pi,a) ={ri,...,rm}, dann

A

0(q,xa) = e-Hulle({r1,...,rm})

11



Sei f: Q@ — P(Q) eine Abbildung und P C Q; dann gilt
e-Hiille(| ) () = | e-Hiille(f(p))

peP peP

Sei (Q,X,4,5,F) ein e-NEA; die erweiterte Zustandslibergangsfunktion
5:Q x I* = P(Q)

ist induktiv definiert:
* Basis: §(q, €) = e-Hulle({g}).
e Schritt: Wenn S(q,x) ={p1,...,px} und Uf;l d(pi,a) ={ri,...,rm}, dann

5(q,xa) = e-Hiille({r1,...,rm}) = e-Hille( U d(p,a))
ped(q,x)

11



Beispiel (Fortsetzung)

Betrachte

0 1 2 €

—qo | {g0} {a1} {a2} @
a1 | {a1} {92} @ {qo}
#q2 | {92} 9 {qo} {41}

12



Beispiel (Fortsetzung)

Betrachte
0 1 2 €
—qo | {go} {:} {a2} @
a1 [ {a1} {92} 9 {qo}
#q2 | {92} 9 {qo} {41}
dann gilt
0(qo,2) = e-Hillle( | ) d(p,2)) =eHille( | J  4(p.2))
PE(qo;€) p€e-Hille({qo})
= e-Hulle(6(qo, 2)) = e-Hulle({q2}) = {q0, 91, 92}
somit

5(go, 21) = e-Hille(8(qo, 1) U 6(q1,1) U (g2, 1))
= e-Hulle({q1,92}) = {90,91,92}

12



Sei N =(Q,%,0,S,F) ein e-NEA; dann ist
L(N) := {x € £* | es gibt einen Zustand s € S, sodass 4(s,x) N F # &}
die von N akzeptierte Sprache

13



Sei N =(Q,%,,S,F) ein e-NEA; dann ist
L(N) := {x € £* | es gibt einen Zustand s € S, sodass 4(s,x) N F # &}
die von N akzeptierte Sprache

Beispiel

e-NEA, der die Menge der Gleitkommazahlen akzeptiert:
0,...,9 0,...,9

0,...,9
(q2)
\/

13



satz
SeiN =(Q,X,4,S,F) ein e-NEA und N' = (Q, X%, ¢',S',F) ein NEA, wobei

o S’ = cHiille(S)

® ¥'(q,a) := e-Hiille(6(q, a)) firalleaec X undqe€ Q.
Dann ist L(N) = L(N')




SeiN =(Q,%,0,S,F) ein e-NEA und N' = (Q,%,4’,S',F) ein NEA, wobei
o S’ = cHiille(S)
® ¥'(q,a) := e-Hiille(6(q, a)) firalleaec X undqe€ Q.

Dann ist L(N) = L(N')

Beweis.

fiir alle g € Q, x € T* gilt: §(,%) = Upecnane(iqy) 0 (P X)

14



satz
SeiN =(Q,X,4,S,F) ein e-NEA und N' = (Q, X%, ¢',S',F) ein NEA, wobei

o S’ = cHiille(S)

® ¥'(q,a) := e-Hiille(6(q, a)) firalleaec X undqe€ Q.
Dann ist L(N) = L(N')

Beweis.

firalle g € Q, x € X* gilt: §(q,x) = Upee-Hilte({a}) g(p x) somit folgt

A

L(N) = {x € ¥* | es gibt ein s € S mit i(s,x) N F # &}

={x € X" | es gibt ein s € S mit 5'(s',x) | NF + o}
s'€e- HuIIe({s}

— {x € ¥* | es gibt ein s € S’ mit §'(s,x) N F # o}

= L(N)

14



° 5(gq,x) = Upee-nitte({a}) &'(p, x) folgt mittels (struktureller) Induktion nach x

15



e 5(g,x) = Upee-nale({a}) &(p, x) folgt mittels (struktureller) Induktion nach x

® wir schreiben

0P, x):=Jo(p,x)  8(P.x) =] 6(p.x)

peP peP

15



e 5(g,x) = Upee-nale({a}) &(p, x) folgt mittels (struktureller) Induktion nach x

® wir schreiben

0P, x):=Jo(p,x)  8(P.x) =] 6(p.x)

peP peEP
e flr den Schritt erhalten wir
6(p,xa) = e-Hiille(5(d(p, x), a)) (Definition §)
= e-Hiille(5(&(e-Halle({p}), x), a)) (IH)
= 5/((/5\/(6—HUHG({D}),X),8) (Definition ¢’ und Aufgabe 8.15)

— §'(e-Halle({p}), xa) . (Definition &)

15



e 5(g,x) = Upee-nale({a}) &(p, x) folgt mittels (struktureller) Induktion nach x

® wir schreiben

0P, x):=Jo(p,x)  8(P.x) =] 6(p.x)

peP peEP
e flr den Schritt erhalten wir
6(p,xa) = e-Hiille(5(d(p, x), a)) (Definition §)
= e-Hiille(5(&(e-Halle({p}), x), a)) (IH)
= 5/((/5\/(6—HUHG({D}),X),8) (Definition ¢’ und Aufgabe 8.15)
= g’(e-HUIIe({p}),xa) : (Definition &')

15



Beispiel (Fortsetzung)

Sei e-NEA N gegeben durch:

0 1 2 €

—qo | {0} {q1} {92} @
g1 | {q1} {92} < {qo}
#q2 | {92} 9 {qo} {a1}

16



Beispiel (Fortsetzung)

Sei e-NEA N gegeben durch:

0 1 2 €

—qo | {0} {q1} {92} @
g1 | {q1} {92} < {qo}
#q2 | {92} 9 {qo} {a1}

wir erhalten
0 1 2
—qo {q0} {g0,a1}  {q0,91,92}
a1 | {90,91} {90,91,92} @
*q2 | {9o0,91,92} ) {0}

16



Eine Sprache L wird genau dann von einem NEA akzeptiert, wenn sie von einem e-NEA
akzeptiert wird.




Eine Sprache L wird genau dann von einem NEA akzeptiert, wenn sie von einem e-NEA
akzeptiert wird.

Beweis.

E§ Wenn: Dieser Teil des Satzes folgt aus dem obigen Satz

17



Eine Sprache L wird genau dann von einem NEA akzeptiert, wenn sie von einem e-NEA
akzeptiert wird.

Beweis.

E§ Wenn: Dieser Teil des Satzes folgt aus dem obigen Satz

E Nur-dann-wenn: Dieser Teil ist einfach, da jeder NEA in einen e-NEA Ubergefiihrt
werden kann, indem die ZustandslUbergangsfunktion ¢ fir das Zeichen ¢ fir alle
q € Q wie folgt erweitert wird: 6(q,¢) = &

17



Eine Sprache L wird genau dann von einem NEA akzeptiert, wenn sie von einem e-NEA
akzeptiert wird.

Beweis.

E§ Wenn: Dieser Teil des Satzes folgt aus dem obigen Satz

E Nur-dann-wenn: Dieser Teil ist einfach, da jeder NEA in einen e-NEA Ubergefiihrt
werden kann, indem die ZustandslUbergangsfunktion ¢ fir das Zeichen ¢ fir alle
q € Q wie folgt erweitert wird: 6(q,¢) = &

17



Eine Sprache L wird genau dann von einem NEA akzeptiert, wenn sie von einem e-NEA
akzeptiert wird.

Beweis.

E§ Wenn: Dieser Teil des Satzes folgt aus dem obigen Satz

E Nur-dann-wenn: Dieser Teil ist einfach, da jeder NEA in einen e-NEA Ubergefiihrt
werden kann, indem die ZustandslUbergangsfunktion ¢ fir das Zeichen ¢ fir alle
g € Q wie folgt erweitert wird: 6(qg,¢) = @

Folgerung

DEAs, NEAs und e-NEAs sind gleichméachtig und charakterisieren genau die regularen
Sprachen (also rechtslineare Grammatiken) [ |

17



Regulare Ausdrucke

Die formale Sprache der regularen Ausdriicke Uber Alphabet ¥ ist induktiv definiert:
F1 Basis
® g ist ein regularer Ausdruck

® cist ein regularer Ausdruck
® FuUr jedes a € ¥ ist a ein regularer Ausdruck

18



Regulare Ausdrucke

Die formale Sprache der regularen Ausdriicke Uber Alphabet ¥ ist induktiv definiert:

F1 Basis
® g ist ein regularer Ausdruck
® cist ein regularer Ausdruck
® FuUr jedes a € ¥ ist a ein regularer Ausdruck

E3 Schritt
® FUr jeden reguldren Ausdruck E ist auch die Iteration (E*) ein regularer Ausdruck.

® Fir reguldre Ausdriicke E und F ist auch die Konkatenation (EF) ein regularer

Ausdruck.
® FiUr regulare Ausdriicke E und F ist auch die Alternative (E + F) ein regularer

Ausdruck.

18



Beispiel
Sei ¥ = {0, 1} ein Alphabet, dann sind
@, € 0, ((00)1), (0(01)), ((01)%), (((01)+¢€)O)
regulare Ausdrucke Uber ¥ Mit den ublichen Prioritaten erhalten wir
@, € 0, 001, 0(01), (01)*, (01+¢€)O.

19



Beispiel
Sei ¥ = {0, 1} ein Alphabet, dann sind
@, € 0, ((00)1), (0(01)), ((01)%), (((01)+¢€)O)
regulare Ausdrlcke Uber X~ Mit den Ublichen Prioritaten erhalten wir
@, € 0, 001, 0(01), (01)*, (01+¢)O.

Definition (Erinnerung)

LUM:={x|x €L oder x € M}.
LM:={xy|xelL,y € M}.

o [0:={e}, LN+l = 11",

® L*:=J,sol"



Die Sprache eines regularen Ausdrucks ist induktiv definiert:

E3 Basis

° (@) =2.

L(e) := {e}.

® Firjedes a € Y ist L(a) := {a}.
E Schritt

o L(E*) := (L(E))"

. L(EF) = L(E) L(F).

® L(E+F):=L(E)UL(F)



Die Sprache eines regularen Ausdrucks ist induktiv definiert

E3 Basis
° (@) =2.
L(e) := {e}.
® Firjedes a € Y ist L(a) := {a}.
E Schritt
o L(E*) := (L(E))"
* L(EF) := L(E) L(F).

o LE+F) = L(E) UL(F).

Wir nennen regulare Ausdrucke E und F aquivalent und schreiben E = F, wenn
L(E) = L(F)

20



Beispiel

Sei X = {0, 1}. Fur den regularen Ausdruck E = (0 + 1)*01(0 + 1)*, ist
L(E) = {x01y | x.y € £*}

21



Beispiel

Sei X = {0, 1}. Fur den regulédren Ausdruck E = (0 + 1)*01(0 + 1)*, ist
L(E) = {x0Ly | x,y € *}

Seien D, E, F reguldre Ausdrticke, dann gilt:
® L(E+ F) = L(F+ E), das Kommutativgesetz der Alternative.
* L((D+E)+F)=L(D+ (E+F)), das Assoziativitdtsgesetz der Alternative.
* L((DE)F) = L(D(EF)), das Assoziativitatsgesetz der Konkatenation.
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Beispiel

Sei X = {0, 1}. Fur den regulédren Ausdruck E = (0 + 1)*01(0 + 1)*, ist
L(E) = {x01y | x,y € *}

Seien D, E,F reqgulare Ausdrticke, dann gilt:
® L(E+ F) = L(F + E), das Kommutativgesetz der Alternative.
* L((D+E)+F)=L(D+ (E+F)), das Assoziativitdtsgesetz der Alternative.
* L((DE)F) = L(D(EF)), das Assoziativitatsgesetz der Konkatenation.

Beweis.

Der erste Punkt folgt direkt aus der Definition und der Kommutativitat der
Mengenvereinigung, also L(E + F) = L(E) U L(F) = L(F) UL(E) = L(F+E)



Beispiel

Sei X = {0, 1}. Fur den regulédren Ausdruck E = (0 + 1)*01(0 + 1)*, ist
L(E) = {x01y | x,y € *}

Seien D, E,F reqgulare Ausdrticke, dann gilt:
® L(E+ F) = L(F + E), das Kommutativgesetz der Alternative.
* L((D+E)+F)=L(D+ (E+F)), das Assoziativitdtsgesetz der Alternative.
* L((DE)F) = L(D(EF)), das Assoziativitatsgesetz der Konkatenation.

Beweis.

Der erste Punkt folgt direkt aus der Definition und der Kommutativitat der
Mengenvereinigung, also L(E + F) = L(E) UL(F) = L(F) UL(E) = L(F+E) ; die anderen
Punkte sind analog |
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Sei E ein regulérer Ausdruck, dann gilt:
* L(@+E)=L(E+ Q) =L(E), d.h. @ ist das neutrale Element fiir die Alternative
® L(eE) = L(Ee) = L(E), d.h. € ist das neutrale Element der Konkatenation
* L(®E) = L(E®) = @, d.h. & ist ein Annihilator der Konkatenation




Sei E ein regulérer Ausdruck, dann gilt:
* L(@+E)=L(E+ Q) =L(E), d.h. @ ist das neutrale Element fiir die Alternative
® L(eE) = L(Ee) = L(E), d.h. € ist das neutrale Element der Konkatenation
* L(®E) = L(E®) = @, d.h. & ist ein Annihilator der Konkatenation




Sei E ein regulérer Ausdruck, dann gilt:
* L(@+E)=L(E+ Q) =L(E), d.h. @ ist das neutrale Element fiir die Alternative
® L(eE) = L(Ee) = L(E), d.h. € ist das neutrale Element der Konkatenation
* L(®E) = L(E®) = @, d.h. & ist ein Annihilator der Konkatenation

|
Seien D, E,F regulare Ausdrtcke, dann gilt:
® L(D(E+ F)) = L(DE + DF), linkes Distributivgesetz der Konkatenation beziiglich
der Alternative

* L((E+ F)D) = L(ED + FD), rechtes Distributivgesetz der Konkatenation beziiglich
der Alternative
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Sei E ein regulérer Ausdruck, dann gilt:
* L(@+E)=L(E+ Q) =L(E), d.h. @ ist das neutrale Element fiir die Alternative
® L(eE) = L(Ee) = L(E), d.h. € ist das neutrale Element der Konkatenation
* L(®E) = L(E®) = @, d.h. & ist ein Annihilator der Konkatenation

|
Seien D, E,F regulare Ausdrtcke, dann gilt:
® L(D(E+ F)) = L(DE + DF), linkes Distributivgesetz der Konkatenation beziiglich
der Alternative

* L((E+ F)D) = L(ED + FD), rechtes Distributivgesetz der Konkatenation beziiglich
der Alternative N

22



Sei E ein regularer Ausdruck, dann gilt:
® L(E+ E) = L(E), Idempotenzgesetz




Sei E ein regularer Ausdruck, dann gilt:
® L(E+ E) = L(E), Idempotenzgesetz




Sei E ein regularer Ausdruck, dann gilt:
® L(E+ E) = L(E), Idempotenzgesetz

|
Seien E und F regulérere Ausdrticke, dann gilt:
® L(E*) = L(E*E*) = L(E* + E*) = L((E*)*).
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Sei E ein regularer Ausdruck, dann gilt:
® L(E+ E) = L(E), Idempotenzgesetz

|
Seien E und F regulérere Ausdrticke, dann gilt:
® L(E*) = L(E*E*) = L(E* + E*) = L((E*)*).
° L(2*) =L(e*) = {e}.
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Sei E ein regularer Ausdruck, dann gilt:
® L(E+ E) = L(E), Idempotenzgesetz

Seien E und F regulérere Ausdrticke, dann gilt:
® L(E*) = L(E*E*) = L(E* + E*) = L((E*)*).
° L(2*) =L(e*) = {e}.
* L((E4+F)*) =L((E*+ F*)*) = L((E*F*)*) = L((E*F)*E*) = L(E*(FE*)*).

Beweis.
Tafel




Sei N ein e-NEA; dann existiert ein reguldrer Ausdruck R mit L(N) = L(R)




Sei N ein e-NEA; dann existiert ein reguldrer Ausdruck R mit L(N) = L(R)

Fir den DEA A gegeben durch den Zustandsgraphen

0 1
1
oWpo
0

liefert der Beweis des Satzes den regularen Ausdruck
0*1(0*1)*

24



Beweisidee (vergleiche Floyd-Warshall)

® OBdA. hat N die Zusténde {1,...,n}



Beweisidee (vergleiche Floyd-Warshall)

® OBdA. hat N die Zusténde {1,...,n}

® wir definieren regulare Ausdricke Rfjk) induktiv

° Rfjk) beschreibt die Worter, die auf dem Weg p von Knoten i nach j gelesen werden
kdonnen, wenn alle Zwischenknoten in p < k



Beweisidee (vergleiche Floyd-Warshall)

OBdA. hat N die Zustande {1,...,n}

® wir definieren regulare Ausdricke Rfjk) induktiv

Rfjk) beschreibt die Worter, die auf dem Weg p von Knoten i nach j gelesen werden
kdonnen, wenn alle Zwischenknoten in p < k

Konstruktion graphisch

k—1 - .
RV RU)y KD



Beweisidee (vergleiche Floyd-Warshall)

OBdA. hat N die Zustande {1,...,n}

wir definieren regulare Ausdricke Rfjk) induktiv

Rfjk) beschreibt die Worter, die auf dem Weg p von Knoten i nach j gelesen werden
kdonnen, wenn alle Zwischenknoten in p < k

Konstruktion graphisch

k—1 - .
RV RU)y KD

k=1) ;5 (K=1)\ 5 (k1
Rf‘j’ ::R:(k )(R/(</< )) Rl(<j )



Beweis.

® k =0, dann unterscheiden wir die Teilfalle i # j und i = j:




Beweis.

® k =0, dann unterscheiden wir die Teilfalle i # j und i = j:

i # j wenn es keine Kante von j nach j gibt Rfjo) ‘= @, sonst ngjo) =a1+---t+ag



Beweis.

® k =0, dann unterscheiden wir die Teilfalle i # j und i = j:

i # j wenn es keine Kante von j nach j gibt Rfjo) ‘= @, sonst ngjo) =a1+---t+ag
i =j wie oben, nur wird das Leerwort noch angeflgt, zB im 2ten Teilfall

Rl(jo) =€e+a1+---+ay



Beweis.

® k =0, dann unterscheiden wir die Teilfalle i # j und i = j:

i # j wenn es keine Kante von j nach j gibt R,.(jo) ‘= @, sonst ngjo) =a1+---t+ag
i =j wie oben, nur wird das Leerwort noch angeflgt, zB im 2ten Teilfall
Rl(jo) =€e+a1+---+ay
® k > 0, dann unterscheide

® Zustand k liegt nicht auf dem Weg, dann R = pk-1)

ij i



Beweis.

® k =0, dann unterscheiden wir die Teilfalle i # j und i = j:

i # j wenn es keine Kante von j nach j gibt R,.(jo) ‘= @, sonst ngjo) =a1+---t+ag
i =j wie oben, nur wird das Leerwort noch angeflgt, zB im 2ten Teilfall
Rl(jo) =€e+a1+---+ay
® k > 0, dann unterscheide
® Zustand k liegt nicht auf dem Weg, dann Rfjk) = Rfjk_l)

® Zustand k liegt auf dem Weg, dann Rf-j- = Rff_l)(Rg;_l))*Rg_l)



Beweis.

® k =0, dann unterscheiden wir die Teilfalle i # j und i = j:

i # j wenn es keine Kante von j nach j gibt R,.(jo) ‘= @, sonst ngjo) =a1+---t+ag
i =j wie oben, nur wird das Leerwort noch angeflgt, zB im 2ten Teilfall
Rl(jo) =€e+a1+---+ay
® k > 0, dann unterscheide
® Zustand k liegt nicht auf dem Weg, dann Rfjk) = Rfjk_l)

® Zustand k liegt auf dem Weg, dann Rf-j- = Rff_l)(Rg;_l))*Rg_l)

in Summe: Rfjk) = R,g-kfl) + Rffil)(R/Ekkil))*Rgil)



Beweis.

® k =0, dann unterscheiden wir die Teilfalle i # j und i = j:

i # j wenn es keine Kante von j nach j gibt R,.(].O) ‘= @, sonst ngjo) =a1+---t+ag
i =j wie oben, nur wird das Leerwort noch angeflgt, zB im 2ten Teilfall
RIS-O) =€e+a1+---+ae
® k > 0, dann unterscheide
® Zustand k liegt nicht auf dem Weg, dann R( ) — =Rj
® Zustand k liegt auf dem Weg, dann R’< = R(k 1)(R(k 1)) R,(éf_l)

in Summe: Rfj) = R(k U4 RED(REKS 1)) RI(; 1)

(k=1)

wir definieren:

R:=RI +--+RN +RY) 4+ + R 4+ +RY, +... +RD)

Slfl s1fy Shih Smfi

wobei s1,...,5y, alle Startzustande und fi, ..., f; alle akzeptierenden Zustande in N
bezeichnen. [ |



Beispiel (Fortsetzung)

Gesucht ist

R :Rg22)7
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Beispiel (Fortsetzung)

Gesucht ist

R=R{,
Mithilfe der Rekursionsformel

R(k) = R(k 1)+RI(II<<_1)(R (k— 1)) R(k 1)

27



Beispiel (Fortsetzung)

Gesucht ist
R = R(122) >
Mithilfe der Rekursionsformel

(k=1)
ij

k k—1 k—1 k—1
ng- ) =R + R,(k )(R,(d( ))*R,(q. )
berechnen wir:

2 1 1), 5(1) k(1
RY =R +RY(RY)*RY
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Beispiel (Fortsetzung)

Gesucht ist )
R =R;5,
Mithilfe der Rekursionsformel
R(k) = R(k 1)+R(k 1)(R (k— 1)) R(k 1)
berechnen wir:

2 1 1), 5(1) k(1
RY =R +RY(RY)*RY

RY =AY + ARSI RY =1+ 0+ 90+ 71 =01
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Beispiel (Fortsetzung)

Gesucht ist
R=RE.
Mithilfe der Rekursionsformel

(k=1)
ij

k k—1 k—1 k—1
R:(j ) =R + R,(k )(R,(d( ))*R,(q. )
berechnen wir:

2 1 1), (1 1
R(lz) = R(lz) + R(lz)(Rgz))*R(zz)

RY =AY + ARSI RY =1+ 0+ 90+ 71 =01

RY =R + RORD)*RY = (e +1) +0(0 +€)*1 = e+ 0"1

27



Beispiel (Fortsetzung)

Gesucht ist
R=RE.
Mithilfe der Rekursionsformel

(k=1)
ij

(k—1) o (k

k —1)\x o (k—
Rl(j) =R + Rk (RI(<k V) RI(<j Y

berechnen wir:
RZ =R + RDRD)*RY) = 0*1 + 0*1(e + 0*1)* (e + 0*1)
=0*1(0*1)*

RY =AY + ARSI RY =1+ 0+ 90+ 71 =01

RY =R + RORD)*RY = (e +1) +0(0 +€)*1 = e+ 0"1

27



Sei R ein regulédrer Ausdruck. Dann existiert ein e-NEA N, sodass L(R) = L(N)

Beweis.

Wir verwenden strukturelle Induktion Gber regulare Ausdricke, siehe Skriptum,
Satz 8.58.
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Sei R ein regulédrer Ausdruck. Dann existiert ein e-NEA N, sodass L(R) = L(N)

Beweis.

Wir verwenden strukturelle Induktion Gber regulare Ausdricke, siehe Skriptum,
Satz 8.58. ]
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Sei R ein reguldrer Ausdruck. Dann existiert ein e-NEA N, sodass L(R) = L(N)

Beweis.

Wir verwenden strukturelle Induktion Uber regulare Ausdricke, siehe Skriptum,
Satz 8.58. [ |

Beispiel

Fir den regularen Ausdruck
(0+1)*1(0+1),

liefert der Satz einen e-NEA mit 16 Zustanden. NB: Der erhaltene Automat ist nicht
notwendigerweise minimal.
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