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Zusammenfassung der letzten LVA

Satz (Kontraposition des Schleifenlemmas)

Sei L eine formale Sprache lber ¥, sodass:

e fiir alle n € N existiert ein Wort w € L mit ¢{(w) > n, sodass
e fiiralle x,y,z € ¥* mitw = xyz, y # ¢ und {(xy) < n existiert k € N mit x(y)kz ¢ L
Dann ist L nicht regular. |

Beispiel
Sei ¥ = {1}; dann ist

D= {w e X*|{(w) ist eine Primzahl}

nicht regular
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Berechenbarkeitstheorie
deterministische TM, nichtdeterministische TM, universelle TMs, Aquivalenzen

Komplexitatstheorie
Grundlagen, die Klassen P und NP, polynomielle Reduktionen, logspace Reduktionen,
die Klassen NLOGSPACE und PSPACE
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Rekursiv, Rekursiv Aufzahlbar, Co-Rekursiv Aufzahlbar

Eine Sprache L (oder allgemein eine Menge) heil3t

¢ rekursiv aufzahlbar, wenn eine TM M existiert, sodass L = L(M)

® co-rekursiv aufzahlbar wenn sie das Komplement einer rekursiv aufzahlbaren
Sprache ist

e rekursiv, wenn es eine totale TM M gibt, sodass L = L(M)
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Church-Turing-These

Jedes algorithmisch I6sbare Problem ist auch mit Hilfe einer Turingmaschine
[6sbar




Rekursiv, Rekursiv Aufzahlbar, Co-Rekursiv Aufzahlbar

Eine Sprache L (oder allgemein eine Menge) heilst

¢ rekursiv aufzahlbar, wenn eine TM M existiert, sodass L = L(M)

® co-rekursiv aufzahlbar wenn sie das Komplement einer rekursiv aufzahlbaren
Sprache ist

¢ rekursiv, wenn es eine totale TM M gibt, sodass L = L(M)

Church-Turing-These

Jedes algorithmisch I6sbare Problem ist auch mit Hilfe einer Turingmaschine
I6sbar(das gilt auch fur Quantenrechner)
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Sei ¥ ein Alphabet und L C X* rekursiv; dann ist ~L rekursiv

Beweis.

Da L rekursiv ist, gibt es eine totale TM M mit L = L(M). Wir definieren eine TM M/,
wobei der akzeptierende und der verwerfende Zustand von M vertauscht werden. Weil
M total ist, ist auch M’ total. Somit akzeptiert M’ ein Wort genau dann, wenn M es
verwirft und es folgt ~L = L(M’), d.h. ~L ist rekursiv. |
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Da L rekursiv ist, gibt es eine totale TM M mit L = L(M). Wir definieren eine TM M/,
wobei der akzeptierende und der verwerfende Zustand von M vertauscht werden. Weil
M total ist, ist auch M’ total. Somit akzeptiert M’ ein Wort genau dann, wenn M es
verwirft und es folgt ~L = L(M’), d.h. ~L ist rekursiv. |

Jede rekursive Menge ist rekursiv aufzahlbar. Andererseits ist nicht jede rekursiv
aufzahlbare Menge rekursiv.



Sei ¥ ein Alphabet und L C X* rekursiv; dann ist ~L rekursiv

Beweis.

Da L rekursiv ist, gibt es eine totale TM M mit L = L(M). Wir definieren eine TM M’,
wobei der akzeptierende und der verwerfende Zustand von M vertauscht werden. Weil
M total ist, ist auch M’ total. Somit akzeptiert M’ ein Wort genau dann, wenn M es
verwirft und es folgt ~L = L(M’), d.h. ~L ist rekursiv. |

Jede rekursive Menge ist rekursiv aufzahlbar. Andererseits ist nicht jede rekursiv
aufzahlbare Menge rekursiv.

Beweis.

Der erste Teil des Satzes ist eine Konsequenz der Definitionen; den zweiten Teil holen
wir nach |
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Wenn L und ~L rekursiv aufzéhlbar sind, dann ist L rekursiv.




Wenn L und ~L rekursiv aufzéhlbar sind, dann ist L rekursiv.

Beweis.

® JTM M1, My mitL = L(Ml) und N(L) = L(Mz)




Wenn L und ~L rekursiv aufzéhlbar sind, dann ist L rekursiv.

Beweis.

® 3TM M3, My mit L = L(M;1) und ~(L) = L(M5)

e definiere TM M/, sodass das Band zwei Halften hat (oder eine 2-Band TM):
b[)abaaaabaaagm

clclc|d|d|d|c|¢c|d|c|d|c
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® M, wird auf der oberen und M, auf der unteren Halfte simuliert



Wenn L und ~L rekursiv aufzéhlbar sind, dann ist L rekursiv.

Beweis.

® JTM M1, My mitL = L(Ml) und N(L) = L(Mz)
e definiere TM M/, sodass das Band zwei Halften hat (oder eine 2-Band TM):

~
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* wenn M, x akzeptiert, M’ verwirft x



Wenn L und ~L rekursiv aufzéhlbar sind, dann ist L rekursiv.

Beweis.

® JTM M1, My mitL = L(Ml) und N(L) = L(Mz)
e definiere TM M/, sodass das Band zwei Halften hat (oder eine 2-Band TM):

~

b|bla|b|alalala|blalala])
clclcld|d|d|c|c|d|c|d|c

® M, wird auf der oberen und M, auf der unteren Halfte simuliert
* wenn M; x akzeptiert, M’ akzeptiert x

* wenn M, x akzeptiert, M’ verwirft x



Eine nichtdeterministische (einbandige) Turingmaschine N (kurz NTM) ist ein 9-Tupel

N: (0727 rﬂliﬂl_l757s7t7r)7

sodass
El O eine endliche Menge von Zustanden,
E X eine endliche Menge von Eingabesymbolen,
El [ O X eine endliche Menge von Bandsymbolen,
A+ el \ X, der linke Endmarker,
B uUcrl\L (U#F), das Leerzeichen,
B 5:0xTI — PQxT x {L,R}) die Ubergangsfunktion,
s € Q, der Startzustand,
B t € Q, der akzeptierende Zustand und
Bl r € Q, der verwerfende Zustand mit t # r.



Beispiel

Fir die NTM N = ({s,q,r,t},{0,1},{F,1,0,1},F,LI,4,s,t,r) mit § gegeben durch

F 0 1 U
s | {(s;HR)} {(s,0,R),(q,0,R)} {(s,1,R)} {(r,L,R)}
q . {(F,O,R)} {(t717R)} {(F,I_I, R)}




Beispiel

Fir die NTM N = ({s,q,r,t},{0,1},{F,1,0,1},F,LI,4,s,t,r) mit § gegeben durch

F 0 1 U
s | {(s;HR)} {(s,0,R),(q,0,R)} {(s,1,R)} {(r,L,R)}
q . {(F,O,R)} {(t717R)} {(F,I_I, R)}

es gilt 0011 € L(N)



Beispiel

Fir die NTM N = ({s,q,r,t},{0,1},{F,1,0,1},F,LI,4,s,t,r) mit § gegeben durch

F 0 1 U
s | {(s,FR)} {(s,0,R),(q,0,R)} {(s,1,R)} {(r,L,R)}
{(r,0,R)} {(t.1,R)} {(r,L,R)}

q

es gilt 0011 € L(N)

Beispiel (Fortsetzung)
N entspricht dem folgendem NEA (plus Fangzustand r):
0,1 ,1

O @

o




Beispiel (Fortsetzung)

Es ergibt sich fur das Wort 0011 der folgende Berechnungsbaum:

(s,-0011L%, 0)

|

(s,F0011L°, 1)



Beispiel (Fortsetzung)

Es ergibt sich fur das Wort 0011 der folgende Berechnungsbaum:

(s,F0011L1°, 0)

|

(s,F0011L°, 1)

7N

(s,F0011L1°,2) (q,F0011L>, 2)



Beispiel (Fortsetzung)
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(s,F0011L1°, 0)

|

(s,F0011L°, 1)

7N
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2N

(s,0011L>, 3) (g, F0011L1°, 3)



Beispiel (Fortsetzung)

Es ergibt sich fur das Wort 0011 der folgende Berechnungsbaum:

(s,-0011L%, 0)

|

(s,F0011L°, 1)

7N

(s,F0011L1°,2) (q,F0011L>, 2)

N e

(s,-0011L, 3) (g, 0011, 3) (r, F0011L%°, 3)



Beispiel (Fortsetzung)

Es ergibt sich fur das Wort 0011 der folgende Berechnungsbaum:

(s,-0011L%, 0)

|

(s,F0011L°, 1)

7N

(s,F0011L1°,2) (q,F0011L>, 2)

N e

(s,-0011L, 3) (g, 0011, 3) (r, F0011L%°, 3)

l



Beispiel (Fortsetzung)

Es ergibt sich fur das Wort 0011 der folgende Berechnungsbaum:

(s,-0011L%, 0)

|

(s,F0011L°, 1)

7N

(s,F0011L1°,2) (q,F0011L>, 2)

N e

(s,-0011L, 3) (g, 0011, 3) (r, F0011L%°, 3)

T

(t,F0011L1®, 4)



Adressierung des Berechnungsbaumes
€ €

|
1 1
//// \\\\
11 11 12
//// \\\\ \\\\
111 111 112 121
| |
1111 1111 1121

deterministisch nichtdeterministisch



Sei N eine NTM. Dann existiert eine DTM M, sodass L(M) = L(N). Umgekehrt wird jede
von einer DTM akzeptierte Sprache auch von einer NTM akzeptiert.
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Sei N eine NTM. Dann existiert eine DTM M, sodass L(M) = L(N). Umgekehrt wird jede
von einer DTM akzeptierte Sprache auch von einer NTM akzeptiert.

Beweis des ersten Teils.

Sei N eine NTM; wir konstruieren eine dreibandige DTM M mit L(N) = L(M); sei x das
Eingabewort fur N:



Sei N eine NTM. Dann existiert eine DTM M, sodass L(M) = L(N). Umgekehrt wird jede
von einer DTM akzeptierte Sprache auch von einer NTM akzeptiert.

Beweis des ersten Teils.

Sei N eine NTM; wir konstruieren eine dreibandige DTM M mit L(N) = L(M); sei x das
Eingabewort fur N:

® Das erste Band von M wird immer nur diese Eingabe x enthalten
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Eingabewort fur N:

® Das erste Band von M wird immer nur diese Eingabe x enthalten

e Auf dem zweiten Band simulieren wir die Rechenschritte von N bezlglich eines
Weges im Berechnungsbaum
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Weges im Berechnungsbaum

e SchlielSlich dient das dritte Band dazu, den aktuellen Weg zu adressieren



Sei N eine NTM. Dann existiert eine DTM M, sodass L(M) = L(N). Umgekehrt wird jede
von einer DTM akzeptierte Sprache auch von einer NTM akzeptiert.

Beweis des ersten Teils.

Sei N eine NTM; wir konstruieren eine dreibandige DTM M mit L(N) = L(M); sei x das
Eingabewort fur N:

® Das erste Band von M wird immer nur diese Eingabe x enthalten

e Auf dem zweiten Band simulieren wir die Rechenschritte von N bezlglich eines
Weges im Berechnungsbaum

e SchlielSlich dient das dritte Band dazu, den aktuellen Weg zu adressieren

Mit Hilfe der Adressierung von Wegen kdnnen wir nun das Verhalten von N in M
simulieren



Beweis (Fortsetzung).

E1 Anfangs enthalt Band 1 von M das Eingabewort x, die Bander 2 und 3 sind leer
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E Kopiere den Inhalt von Band 1 auf Band 2

El Verwende Band 2, um die Rechenschritte von N auf x zu simulieren. Bei jeder
Stelle in der Berechnung, in der die Ubergangsfunktion § mehrere Méglichkeiten
zulasst, sieht M auf Band 3 nach, welche Mdglichkeit gewahlt werden soll
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Entscheidbarkeit, Unentscheidbarkeit
| Definition

Sei 2 ein Alphabet. Eine Eigenschaft P von Wortern Gber ¥ heildt

¢ entscheidbar genau dann, wenn die Menge {x € ©* | x hat Eigenschaft P} rekursiv
ist

® semi-entscheidbar genau dann, wenn die Menge {x € L* | x hat Eigenschaft P}
rekursiv aufzahlbar ist



Entscheidbarkeit, Unentscheidbarkeit

Sei 2 ein Alphabet. Eine Eigenschaft P von Wortern Gber ¥ heildt

¢ entscheidbar genau dann, wenn die Menge {x € ©* | x hat Eigenschaft P} rekursiv
ist

® semi-entscheidbar genau dann, wenn die Menge {x € ©* | x hat Eigenschaft P}
rekursiv aufzahlbar ist

Beispiel

Sei P(x) := x ist ein Palindrom gerader Lange; dann ist P entscheidbar




Entscheidbarkeit, Unentscheidbarkeit

Sei 2 ein Alphabet. Eine Eigenschaft P von Wortern Gber ¥ heildt
¢ entscheidbar genau dann, wenn die Menge {x € ©* | x hat Eigenschaft P} rekursiv
ist
® semi-entscheidbar genau dann, wenn die Menge {x € ©* | x hat Eigenschaft P}
rekursiv aufzahlbar ist

Beispiel

Sei P(x) := x ist ein Palindrom gerader Lange; dann ist P entscheidbar

Beispiel

Jedes entscheidbare Problem ist semi-entscheidbar

12



Bemerkung

Ein Problem P ist

® semi-entscheidbar, wenn es eine TM M gibt, deren Sprache alle Worter sind,
welche die Eigenschaft P haben

13



Bemerkung

Ein Problem P ist

® semi-entscheidbar, wenn es eine TM M gibt, deren Sprache alle Worter sind,
welche die Eigenschaft P haben

® entscheidbar, wenn es eine totale TM M gibt, sodass M genau jene Worter
akzeptiert, welche die Eigenschaft P haben

13



Grenzen der Berechenbarkeit

Was kénnen Turingmaschinen?

® Codierung von Turingmaschinen

® universelle Turingmaschine; eine TM als Universalinterpreter



Grenzen der Berechenbarkeit

Was kénnen Turingmaschinen?

® Codierung von Turingmaschinen
® universelle Turingmaschine; eine TM als Universalinterpreter

Warum hat die Informatik dann Grenzen?

e Definition einer TM mit einem anderen Verhalten (in Bezug auf Termination) LD als
alle anderen

® Unentscheidbarkeit des Halteproblems

14



Codierung von TMs

TMs kdnnen codiert werden indem alle notwendigen Informationen als Waorter Gber
{0,1} dargestellt werden:
Fl Anzahl der Zustande

H Ubergangsfunktion
El Eingabe- und Bandalphabet
A ...

15



Codierung von TMs

TMs kdnnen codiert werden indem alle notwendigen Informationen als Waorter Gber
{0,1} dargestellt werden:
Fl Anzahl der Zustande

H Ubergangsfunktion
El Eingabe- und Bandalphabet

Beispiel
seiM = (Q,%,l,F,U,0,s,tr)eine TM; Codierung Uber {0,1}
010710101010 10101

entspricht Q ={0,...,n—1},F={0,...,m—1}, X ={0,...,k =1}, (k<m),s
Startzustand, t akzeptierend, r verwerfend, u linker Endmarker, v Blanksymbol



Codierung von TMs

TMs kdnnen codiert werden indem alle notwendigen Informationen als Waorter Gber
{0,1} dargestellt werden:
Fl Anzahl der Zustande

H Ubergangsfunktion
El Eingabe- und Bandalphabet

Beispiel

seiM = (Q,%,l,F,U,0,s,tr)eine TM; Codierung Uber {0,1}
0”10m1010°10°10 10“10"1

entspricht Q ={0,...,n—1},F={0,...,m—1}, X ={0,...,k =1}, (k<m),s

Startzustand, t akzeptierend, r verwerfend, u linker Endmarker, v Blanksymbol; das
Zeichen 1 dient als Trennzeichen der Codierung



Beispiel (Fortsetzung)

betrachte M und kodiere d(p,a) = (g, b, d), wobei c = 0 wenn d = Lund c = 1 wenn
S ° 1071091 0°10°1

16



Beispiel (Fortsetzung)

betrachte M und kodiere é(p,a) = (q, b,d), wobei c = 0 wennd =L und c = 1 wenn
S °10°10910°10°1

Wir kodieren M’ = ({s,p, t,r},{0,1},{0,1,, U}, L, d,s, t,r) mit
F 0 1 L
s | (s, R) (s,0,R) (s,1,R) (p,U,L)

(t,F,R) (t,1,L) (p,0,L)

fo]

Zunachst erhalten wir
0000100001 001 ¢ 1 00 10001 OO0 10001---
N N =~~~

N ~—— ~—— =~
n=4 m=4 k=2 S t r - =

und etwa §(p, ) = (t,F,R) wird zu 0102102102101



eine TM U heilst universell (UTM), wenn bei Eingabe
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® des Codes "M einer TM M

® und des Codes "x' einer Eingabe x fur M

die TM U, die TM M auf x simuliert,




eine TM U heilst universell (UTM), wenn bei Eingabe
® des Codes "M einer TM M

® und des Codes "x' einer Eingabe x fur M

die TM U, die TM M auf x simuliert, das heifSt
L(U) = {TM# X7 | x € L(M)}




eine TM U heilst universell (UTM), wenn bei Eingabe
® des Codes "M einer TM M

® und des Codes "x' einer Eingabe x fur M

die TM U, die TM M auf x simuliert, das heifSt
L(U) = {TM# X7 | x € L(M)}

UTM schematisch

U
I’M“I#I’X—I |—X—|

<

-
\

-

17



Simulation durch eine Universelle Turingmaschine

Vereinfachend Ialst man oft den Hinweis auf die Kodierung weg:
L(U) = {M#x | x € L(M)}

18
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Vereinfachend Ialst man oft den Hinweis auf die Kodierung weg:
L(U) = {M#x | x € L(M)}

1 UTM U kontrolliert Korrektheit der Codes; wenn inkorrekt, verwirft U
H U simuliert M mit 3 Bandern auf der Eingabe x

® Band 1 enthalt die Beschreibung von M
® Band 2 enthalt das dekodierte Eingabewort x
® Band 3 enthalt den simulierten Bandinhalt des Bandes von M



Simulation durch eine Universelle Turingmaschine

Vereinfachend Ialst man oft den Hinweis auf die Kodierung weg:
L(U) = {M#x | x € L(M)}

1 UTM U kontrolliert Korrektheit der Codes; wenn inkorrekt, verwirft U
H U simuliert M mit 3 Bandern auf der Eingabe x

® Band 1 enthalt die Beschreibung von M
® Band 2 enthalt das dekodierte Eingabewort x
® Band 3 enthalt den simulierten Bandinhalt des Bandes von M

El wenn M akzeptiert, so akzeptiert U; wenn M verwirft, so verwirft U



Lemma

Angenommen U eine UTM und M eine beliebige TM. Dann existiert eine
Spezialisierung von U, genannt Uy, die M auf allen Eingaben simuliert.
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https://www.tiobe.com/tiobe-index/

Angenommen U eine UTM und M eine beliebige TM. Dann existiert eine
Spezialisierung von U, genannt Uy, die M auf allen Eingaben simuliert.

Beweis.

e Wir betrachten eine Variante U’ von U, sodass das zweite Band von U’ die
Beschreibung der zu simulierenden TMs enthalt und das erste Band die
(dekodierte) Eingabe

e Nun spezialisieren wir U’ zur gesuchten TM Uy indem wir den Code von M fix auf
das zweite Band schreiben (also hardcoden)

® Nach Definition fuhrt Uy alle Schritte von M auf der Eingabe x aus
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Bemerkung

Metaprogrammierung oder Programmiermakros stammen von UTMs
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HP := {M#x | M halt bei Eingabe x}
MP := {M#x | x € L(M)}
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die dem Komplement der Diagonale entsprechende Sprache LD wird von keiner TM in
der Aufzahlung akzeptiert
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eine neue Folge
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HP ist nicht rekursiv, aber rekursiv aufzahlbar
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Beweis.

wir zeigen zunachst Nicht-Rekursivitat

Fl angenommen 3 totale TM K, sodass HP = L(K)
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Beweis (Fortsetzung).

Nun skizzieren wir, warum HP rekursiv aufzahlbar ist; dazu konstruieren wir die
folgende TM H
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