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Motivation

Vincent presented

motivating examples (on blackboard)
koenigsberg bridges (euler’s proof)
travelling salesman (hamiltonian paths)
4-colour theorem
euler’s formula V+E-F = 2
kuratowski planarity K5 K3,3
state spaces
divide-and-conquer (merge-sort n log n)
successor-relation

Zusammenfassung der letzten LVA

Definition (Gerichteter Multigraph)

Ein gerichteter Multigraph G ist gegeben durch
® eine Eckenmenge oder Knotenmenge E
® eine Kantenmenge K
e Abbildungen q: K — E, z: K — E; Anfangsecke g(k) und Endecke z(k)
® k heiBt Kante von g(k) nach z(k)

® Ein gerichteter Graph ist ein gerichteter Multigraph ohne parallele Kanten

e Zu jedem Eckenpaar (c, d) gibt es hochstens eine Kante k € K mit g(k) = ¢ und
z(k)=d
e Statt Kante k schreibt man das Eckenpaar (c, d)

Inhalte der Lehrveranstaltung

Beweismethoden

deduktive Beweise, Beweise von Mengeninklusionen, Kontraposition,
Widerspruchsbeweise, vollstandige Induktion, wohlfundierte Induktion, strukturelle
Induktion, Gegenbeispiele

Relationen, Ordnungen und Funktionen

Aquivalenzrelationen, partielle Ordnungen, Wérter, asymptotisches Wachstum

gerichtete Graphen, ungerichtete Graphen

Zahl- und Zahlentheorie

Aufzahlen und Nummerieren von Objekten Ldsen von Rekursionsformeln,
Mastertheorem, Rechnen mit ganzen Zahlen, euklidischer Algorithmus, Primzahlen,
Restklassen
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Definition (ungerichteter Multigraph)

Ein ungerichteter Multigraph ist gegeben durch

® eine Eckenmenge (oder Knotenmenge) E

® eine Kantenmenge K
® eine Abbildung r: K — {{c,d} | c,d € E} mit k — r(k), die jeder Kante k eine

Menge r(k) mit einer oder zwei Endecken zuordnet

® k ist Kante zwischen diesen Ecken

Beispiel

Sei E={0,1,2,3}, K={0,1,2,...,7} und der Abbildung r wie folgt

k| r(k) k| r(k)

0| {0} 4| {1,3}

1|{0,1} 5| {2}

2| {1,2} 6| {2,3}

3/{1,3}| |7]{0,3} a

Ecke c¢ heillt Nachbar der Ecke d, wenn es eine Kante zwischen ¢ und d gibt
Eine Kante mit nur einer Endecke heifl3t Schleife

Kanten mit den gleichen Endecken heien parallel

FUr eine Ecke e heil3t die Zahl der Kanten mit Endecke e der Grad von e

Gegeben Abbildungen a: E — M, b: K — N; dann heiSt Multigraph ecken- bzw.
kantenbeschriftet

SeiM = R bzw. N = R , dann ecken- bzw. kantenbewertet

Definition (ungerichteter Graph)

Ein ungerichteter Graph ist ein ungerichteter Multigraph ohne parallele Kanten; dann
gibt es zu jeder Eckenmenge {c, d} hochstens eine Kante k € K mit r(k) = {c,d}

Beispiel (Fortsetzung)

CGO—=—C=>
(oD 2D

a1

Beispiel

® Eine symmetrische Relation S auf einer Menge M kann durch den ungerichteten
Graphen mit
F1 der Eckenmenge M
F1 der Kantenmenge {{x,y} | (x,y) € S}
El der Abbildung r({x,y}) = {x,y}
visualisiert werden
¢ Jeder ungerichtete Graph ist der Graph einer symmetrischen Relation
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® Wir geben die Kantenmenge oft durch ihren Rand (= Endecken) an



® Sei G = (E,K,r) ein ungerichteter Multigraph

e G' = (F',K’,r') heiBt Teilmultigraph von G, wenn E' C E, K" C K und r'(k) = r(k) fur
alle k e K’

® Ein Teilgraph ist ein Teilmultigraph, der selbst Graph ist

Sei (E,K,r) ein ungerichteter Multigraph, und seien c, d Ecken
* Ein Tupel (ko, k1, ...,k;_1) € K¢ heiRt ein Weg von ¢ nach d der Lange ¢, wenn es
Ecken eg, e1,...,e, gibt mit eg = ¢, ey = d, und r(k;) = {ej, ejt1} fir
i=0,1,...,0—1
® ¢, die Anfangsecke; e, die Endecke
® e1,67,...,60 1 die Zwischenecken

® FiUr jede Ecke e € E ist das leere Tupel () € K° der leere Weg mit Anfangsecke e
und Endecke e

| ]

® Ein Wald ist ein zyklenfreier ungerichteter Multigraph
® Ein Baum ist ein zusammenhangender Wald
® Ecken eines Waldes vom Grad < 1 nennt man Blatter

Beispiel

® |m Multigraphen vom ersten Beispiel sind etwa die folgenden Wege von Ecke 0
nach Ecke 3
(1,2,6),(1,2,5,6),(1,3),(1,4),(1,3,7,1,3),(1,4,7,1,3),(7)
® Der Multigraph ist zusammenhangend
® Einfache Zykel mit Anfangsecke 0 sind etwa

(0),(1,2,6,7,(1,3,7),(1,4,7),(7,3,1),(7,4,1),(7,6,2,1)

Definition (Fortsetzung)

® Der ungerichtete Multigraph heiSt zusammenhangend, wenn es von jeder Ecke zu
jeder Ecke einen Weg gibt

® Ein Weg heil3t einfach, wenn er nichtleer ist und die Ecke paarweise verschieden
(Ausnahme ep = €y)

® Fir jeden Weg (ko, K1, ..., ke—2,ke—1) von ¢ nach d ist der reziproke Weg
(ke—1,k¢—2,...,k1,ko) ein Weg von d nach ¢

® Die Verkettung der Wege (ko, k1, ..,ks—1) (von ¢ nach d) und (hg, h1,...,hm_1)
(von d nach e) ist ein Weg

(k07k17 000 7k€717h07h17 soo 7hm—1)
von ¢ nach e
® Ein Weg heit geschlossen, wenn Anfangs- und Endecke gleich sind

® Ein nichtleerer geschlossener Weg mit paarweise verschiedenen Kanten wird ein
Zykel genannt; ungerichtete Multigraphen ohne Zyklen heilRen zyklenfrei

Beispiel

Der folgende Graph ist ein zusammenhangender Wald und somit ein Baum; seine
Blatter sind 1,2.4,9

10— @ 4
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Sei G ein ungerichteter Multigraph.

E1 Wenn es einen nichtleeren Weg p von der Ecke c zur Ecke d gibt, dann kann aus p
durch Weglassen von Kanten ein einfacher Weg von ¢ nach d gewonnen werden

H Jeder einfache geschlossene Weg der Lange mindestens 3 ist ein Zykel

El Aus jedem Zykel kann durch Weglassen von Kanten ein einfacher Zykel erhalten
werden.

Beweis von (2).

Wir argumentieren indirekt; sei p = (ko,k1,...,ks—1) mit £ > 2 ein einfacher Weg von e
nach e, aber kein Zykel. Weil p geschlossen, aber kein Zykel ist, besitzt er zwei gleiche
Kanten mit gleichen Eckenmengen. Aber nur die Ecke e kann doppelt sein. Somit
mussen diese Kanten erste und letzte Kante des Weges sein und aufeinander folgen;
dh. £ = 2. Widerspruch. |

Beweis von Fall 2

-
IS

®* Angenommen 3 zwei einfache Wege p und q von ¢ nach d mitp # q
® Wir kbnnen annehmen, dass die Wege keine gemeinsamen Kanten haben

® Dann ist die Verkettung eines Weges mit dem reziproken Weg des anderen Weges
ein einfacher geschlossener Weg mit paarweise verschiedenen Kanten und somit
ein Zykel

® Widerspruch, da G Baum m

® Sei G = (E,K,q, z) ein gerichteter Multigraph

e Man erhalt man durch r(k) := {qg(k),z(k)} fur k € K einen ungerichteten
Multigraphen (E,K,r)

® G heit schwach zusammenhangend, wenn sein ungerichteter Multigraph
zusammenhangend ist

Beispiel

In einem ungerichteten Multigraphen kann es Zyklen der Lange 2 geben, in einem
ungerichteten Graphen nicht.

Sei G ein Baum. Dann existiert zu verschiedenen Ecken c und d genau ein einfacher
Weg von c nach d.

Beweis.

Wir argumentieren indirekt; G ein Baum und c und d Ecken, sodass nicht genau ein
einfacher Weg von ¢ nach d fuhrt

Fall 1 Es gibt keinen einfachen Weg von ¢ nach d; dann gibt es aber gar keinen
Weg von ¢ nach d. Widerspruch, da G Baum

Fall 2 Es gibt mindestens zwei einfache Wege p und g von ¢ nach d mit p # g

-
@

® Sei G = (E,K,r) ein ungerichteter Multigraph
® Man erhalt einen gerichteten Multigraphen G’ z.B. wie folgt:
E1 Man dupliziert jede Kante von G und wahlt fir Original und Kopie jeweils eine andere
Richtung
E1 Man wahlt fir jede Kante k von G eine Richtung aus, dh. man setzt fur r(k) = {c, d}
entweder g(k) := c und z(k) := d oder umgekehrt; dieser gerichtete Multigraph heift
Orientierung von G

E1 Fur jeden Wurzelbaum W mit Wurzel w ist der zugehérige ungerichtete Graph B
ein Baum mit Ecke w

F Zu jedem nichtleeren Baum B und jeder Ecke e von B gibt es genau einen
Wurzelbaum mit Wurzel e, der eine Orientierung von B ist
El Die Zuordnungen W — (B,w) von 1) und (B,e) — W von 2) sind zueinander

invers. Daher kann man einen Wurzelbaum auch als einen Baum mit einer
ausgezeichneten Ecke auffassen.



Beweis.

F1 Offensichtlich ist B zusammenhangend. Wenn B einen Zykel enthalt, dann gabe
es in W auch einen Zykel oder zwei verschiedene Kanten mit gleichem Endpunkt
und somit zwei verschiedene Wege von der Wurzel zu dieser Ecke.

E Da B zyklenfrei ist, gibt es zu jeder Ecke d ungleich e genau einen einfachen Weg
von e nach d. Die dadurch festgelegte Orientierung W ist ein Wurzelbaum mit der
Wurzel e.

El Der ungerichtete Multigraph einer Orientierung ist der urspriingliche Multigraph.
Daher erhalt man aus dem Wurzelbaum durch Vergessen der Richtungen den
alten Baum zurick. Wenn im neuen Wurzelbaum eine Kante anders orientiert
ware als im alten Wurzelbaum, dann gabe es im Baum zwei verschiedene
einfache Wege von der Wurzel zu einem der Endknoten.

Beweis.

= Sei G = (E,K,r) ein Baum. Man zeigt #(E) = #(K) + 1 durch Induktion nach #(K)
< Sei umgekehrt G kein Baum. Dann gibt es einen Zykel, also auch einen einfachen
Zykel:
(k07 k17 DRI} k/f—l)

Sei Z die Menge der Ecken des Zykels. Fir jede Ecke e in E \ Z wahlen wir einen
Weg minimaler Lange zu einer Ecke aus Z und bezeichnen die erste Kante mit
k(e). Dann ist die Abbildung

E\Z = K\ {ko.ku,....ke_1}, e — k(e)

injektiv (Warum?). Es folgt #(E) — ¢ < #(K) — ¢ und somit #(E) < #(K) in
Widerspruch zur Annahme

® Sei G ein ungerichteter Multigraph
® Zwei Ecken c und d seien aquivalent, wenn es einen Weg von ¢ nach d gibt
e Die Aquivalenzklassen heiRen Zusammenhangskomponenten von G

e Offensichtlich kann man in G Schleifen und parallele Kanten entfernen, ohne die
Partition in Zusammenhangskomponenten zu verandern

Sei G ein zusammenhéangender ungerichteter Multigraph mit mindestens einer Ecke.
Dann ist G genau dann ein Baum, wenn er eine Ecke mehr als Kanten hat.
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® Sei G ein ungerichteter Multigraph
e Ein Teilgraph G’ von G heit ein spannender Wald von G, wenn

F1 G’ ein Wald ist und
F die Partitionen in Zusammenhangskomponenten von G bzw. G’ ibereinstimmen.

e DanngiltE' = E

Beispiel

Fir den folgenden Graphen gibt es 8 - 3 = 24 spannende Walder

=D o>
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Satz (Algorithmus von Kruskal)

F Sei G = (E,K,r) ein ungerichteter Multigraph mit Kantenbewertung b

El Gesucht ist Partition von E in Zusammenhangskomponenten sowie die
Kantenmenge W eines spannenden Waldes von G mit minimaler Bewertung
2 kew b(K)

El Als Vorbereitung werden in G alle Schleifen entfernt, parallele Kanten bis auf jene
mit kleinster Bewertung gestrichen, und die verbleibenden Kanten sortiert,
sodass b(ko) < b(k1) < ... < b(km-1)

1 Der eigentliche Algorithmus operiert dann mit O(#(E) - #(K)) Operationen wie
folgt  [Setze W =@ und P = {{e} | e € E}
Ftr i von 0 bis m — 1 wiederhole:
Falls die Ecken e und d von k; in verschiedenen Blécken von P,
vereinige die beiden Blécke von P und erweitere W um k;

20

Beweis.

® Sei G; der Teilgraph von G mit Eckenmenge E und Kantenmenge {ko,k1,,...,Ki}

® Der Algorithmus startet mit der Partition in einzelne Ecken und vereinigt
anschlieBend Blécke mit Verbindungskante

® Nach Schritt i ist P die Partition in Zusammenhangskomponenten von G;

® Menge W ist zunachst leer und wird im Schritt i um eine etwaige
Verbindungskante erweitert, deren Ecken dann im Vereinigungsblock liegen

® FUr jeden Block B ist der Teilgraph mit Eckenmenge B und den entsprechenden
Kanten aus W ein Baum

® Somit ist nach Schritt i der Teilgraph mit Eckenmenge E und Kantenmenge W ein
spannender Wald von G;

® Nun zeigen wir, dass die verwendete Greedy-Strategie einen spannenden Wald
mit minimaler Bewertung liefert

Beispiel

Fir den bewerteten Graphen

O—=—(= .
<

(D

startet der Algorithmus von Kruskal mit W = &; P = {{a}, {b}, {c}, {d},{e}, {f},{g}}
und endet mit

W= {{a’ b}v {bv e}? {C7 d}v {d, g}v {e’ f}}
P={{a,b,e,f},{c,d,g}}
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Beweis (Fortsetzung).

Sei M die Kantenmenge eines spannenden Waldes mit minimaler Bewertung; also
angenommen M # W; dann existiert eine Kante k; in W, die nicht in M liegt

Seien e, e, die Ecken von k; und Eq, E; die zugehérigen Blocke im Algorithmus

Da es einen Weg p von e; nach e, aus Kanten in M gibt, existiert eine Kante k; im
Weg p, die eine Endecke in E; und die andere aulRerhalb von E; hat. Somit gilt

Jj > iund b(kj) > b(ki)

Der neue Teilgraph mit Eckenmenge E und Kantenmenge N := (M \ {k;}) U {k;} ist
ein spannender Wald, weil jeder Weg Uber k; auch Uber k; und die restlichen
Kanten von p geflhrt werden kann und umgekehrt; auSerdem hat N ebenfalls
eine minimale Bewertung

durch endlich viele Austausche erhalt man also die Kantenmenge W aus M

Weil M eine minimale Kantenbewertung hat, so auch W m
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