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Definition (

deterministische, einbandige Turingmaschine (TM):

[Flalblblalblalululululolo]o]g -

Q

Lese/Schreibkopf

Eine TM verwendet ein einseitig unendliches Band als Speicher

® Zu Beginn der Berechnung steht die Eingabe auf dem Band

Der Speicher wird mit einem Lese/Schreibkopf gelesen oder beschrieben
Das Verhalten der TM wird durch die endliche Kontrolle Q kontrolliert
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http://morphett.info/turing/turing.html

Unentscheidbarkeit

Es kann niemals ein Testprogramm fur ,,hello, world“-Programme geben

Definition (informell)

ein Problem, das nicht algorithmisch lésbar ist, heit unentscheidbar

die folgenden Probleme sind unentscheidbar:
El das Halteproblem

E3 das Postsche Korrespondenzproblem
El ist eine beliebige kontextfreie Grammatik eindeutig
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Einfuhrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Formales Beweisen, Konjunktive und
Disjunktive Normalformen

Einfilhrung in die Algebra

Algebraische Strukturen, Boolesche Algebra, Universelle Algebra

Einflihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Chomsky-Hierarchie, Regulare Sprachen,
Kontextfreie Sprachen, Anwendungen von formalen Sprachen

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie und Komplexitatstheorie

Algorithmisch unlésbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen,
Komplexitatstheorie

Einfihrung in die Programmverifikation

Prinzipien der Analyse von Programmen, Verifikation nach Hoare
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Einfuhrung in die Logik
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Grammatiken und Formale Sprachen, Chomsky-Hierarchie, Regulare Sprachen,
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Komplexitatstheorie
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Prinzipien der Analyse von Programmen, Verifikation nach Hoare
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Beispiel (Wiederholung)

seiM = ({s,t,r,q1,92,93},{0,1},{F,,0,1, X, Y}, 1, 4,5, t,r) mit § wie folgt
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Beispiel (Wiederholung)

seiM = ({s,t,r,q1,92,93},{0,1},{F,,0,1, X, Y}, 1, 4,5, t,r) mit § wie folgt

peQ ael 4(p,a) peQ acl 4(p,a)
S = (s,,R) q> = (r,HR)

5 L (r,L,R) gz L (r,L,R)
S 0 (q17 Xa R) a2 0 (q27 07 L)

S I (r»]-)R) Q2 1 (ra]-)R)

S X (r’ X) R) )] X (S, X’ R)
S Y (CI3,Y, R) a2 Y (Q2, Y, L)
q1 F (r7 |_7 R) qs = (r7 l_a R)
g1 L (r,F,R) gs L (t,L,R)
a1 0 (qla Oa R) gs 0 (ra 0> R)
q1 1 (q27 Y7 L) as 1 (r7 1) R)
q1 X (r7 X7 R) qs3 X (r7 X) R)
J1 Y (q17 Y7 R) qs3 Y (q37 Y7 R)

t * (t,*,R) r * (r,*,R)
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Beispiel (Wiederholung)

seiM = ({s,t,r,q1,92,93},{0,1},{F,,0,1, X, Y}, 1, 4,5, t,r) mit § wie folgt

peQ ael 4(p,a) peQ acl 4(p,a)

S = (s,F,R)

S 0 (q17 X7 R) Qa2 0 (q27 07 L)
q2 X (S’ X’ R)

s Y (93,Y,R) 92 Y (g2,Y,L)
as U (t7 |—|7 R)

g1 0 (qla Oa R)

0 1 (g2,Y,L)

g1 Y (CI1, Y7 R) gqs Y (q37Y7 R)
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:

(s, 00111, 0) # (s, 0011, 1)
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:

(s, 0011L1,0) # (s,F 0011L>, 1) % (q1,F X011L>,2)
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:

(s,F 0011L®,0) = (s, 0011L>, 1) % (q1,F X011L>,2)

S

(q1,F X011, 3)
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:

(s,F 0011L®,0) = (s, 0011L>, 1) % (q1,F X011L>,2)

S

(g1, X011L™, 3) % (g2, XOY1L™®,2)
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:

(s,F 0011L®,0) = (s, 0011L>, 1) % (q1,F X011L>,2)

(g1, X011L™, 3) % (g2, XOY1L™®,2)
(g2, XOY1L™®, 1)

SR
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:

(s,F 0011L®,0) = (s, 0011L>, 1) % (q1,F X011L>,2)

(g1, X011L™, 3) % (g2, XOY1L™®,2)

SR

(g2, XOY1L™®, 1) % (s,F X0Y1L>, 2)
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:

(s,F 0011L®,0) = (s, 0011L>, 1) % (q1,F X011L>,2)

g1,k X011L™, 3) % (g2, XOY1L™®,2)

g2, X0Y1U>, 1) % (s,F X0Y1L™®, 2)

g2, XXYYL™®, 3) % (g2, XXYYL™, 2)

s, XXYYL®™, 3) % (g3, XXYYL™, 4)

S LA R R R zlw

(
(
(
(g1, XXY1LU™, 3) % (g1, F XXY1L™®, 4)
(
(
(

g3, XXYYL™®, 5) % (t,F XXYY L L™, 6)
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Beispiel

Wir betrachten die Schrittfunktion fir eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe 0011:

(s, 0011L1®,0) = (s, 0011L>, 1) % (q1,F X011L>,2)
g1,k X011L™, 3) % (g2, XOY1L™®,2)

g2, X0Y1U>, 1) % (s,F X0Y1L™®, 2)

g2, XXYYL™®, 3) % (g2, XXYYL™, 2)

s, XXYYU™, 3) % (g3, F XXYYL™®, 4)

S LA R R R

(
(
(
(g1, XXY1LU™, 3) % (g1, F XXY1L™®, 4)
(
(
(

g3, XXYYL™®, 5) % (t, XXYY L L™, 6)
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eine TM M
® akzeptiert x € ¥*, wenn 3y, n:
(s, x>, 0) % (t,y,n)

® verwirft x € *, wenn 3y, n:

*

(s,Fxu,0) e (r,y,n)
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eine TM M
® akzeptiert x € ¥*, wenn 3y, n:
(s, x>, 0) > (t,y,n)

® verwirft x € *, wenn 3y, n:
(s,FxU>, 0) % (r,y,n)

® halt bei Eingabe x, wenn x akzeptiert oder verworfen
® halt nicht bei Eingabe x, wenn x weder akzeptiert, noch verworfen
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eine TM M
® akzeptiert x € ¥*, wenn 3y, n:
(s, x>, 0) % (t,y,n)

verwirft x € *, wenn 3 y, n:
(s,FxU>, 0) % (r,y,n)

halt bei Eingabe x, wenn x akzeptiert oder verworfen

halt nicht bei Eingabe x, wenn x weder akzeptiert, noch verworfen

ist total, wenn M auf allen Eingaben halt
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eine TM M
® akzeptiert x € ¥*, wenn 3y, n:
(s, x>, 0) % (t,y,n)

® verwirft x € *, wenn 3y, n:
(s,FxU>, 0) % (r,y,n)

halt bei Eingabe x, wenn x akzeptiert oder verworfen

halt nicht bei Eingabe x, wenn x weder akzeptiert, noch verworfen
® st total, wenn M auf allen Eingaben halt

die Sprache einer TM M ist wie folgt definiert:
L(M) := {x € ©¥* | M akzeptiert x}
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Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird. Dann ist L rekursiv aufzahlbar.
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Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird. Dann ist L rekursiv aufzahlbar.

Folgerung

Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird, dann existiert eine Grammatik G,
sodass L = L(G)
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Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird. Dann ist L rekursiv aufzahlbar.

Folgerung

Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird, dann existiert eine Grammatik G,
sodass L = L(G)

Definition (Berechenbarkeit mit einer TM)

® SeiM = (Q,{n,0},{ru,MoO},FU,ds,tr)
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Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird. Dann ist L rekursiv aufzahlbar.

Folgerung

Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird, dann existiert eine Grammatik G,
sodass L = L(G)

Definition (Berechenbarkeit mit einer TM)
® SeiM = (Q,{n,0},{ru,MoO},FU,ds,tr)
* Eine partielle Funktion f: Nk — N heift M-berechenbar, wenn:

f(ni,...,nk) =m gdw. (s,+ MMg-.-0nN% >, 0)
% (t,F AL, n)
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Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird. Dann ist L rekursiv aufzahlbar.

Folgerung

Sei L eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird, dann existiert eine Grammatik G,
sodass L = L(G)

Definition (Berechenbarkeit mit einer TM)

® SeiM = (Q,{n,o},{F,u,mo},FUds,tr)
* Eine partielle Funktion f: Nk — N heift M-berechenbar, wenn:
f(ni,...,nk) =m gdw. (s,+ MMg-.-0nN% >, 0)
% (t,F AL, n)
* Eine partielle Funktion f: NK — N heiRt berechenbar mit einer TM, wenn eine TM
M lber dem Alphabet {1, O} existiert, sodass f M-berechenbar
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Turing Maschinen Berechenbarkeit

Beispiel

Wir beschreiben informell eine TM M, die zwei Zahlen x; und x; als Eingabe bekommt;
M soll x; — x2 berechnen und diese Differenz verdoppeln
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Turing Maschinen Berechenbarkeit

Beispiel

Wir beschreiben informell eine TM M, die zwei Zahlen x; und x; als Eingabe bekommt;
M soll x; — x2 berechnen und diese Differenz verdoppeln

* wir kodieren die Eingabe x3, x, durch Worter Gber dem Alphabet {1} der Lange x;
bzw. x;

® die beiden Eingaben werden durch Trennsymbol O getrennt

® Subtraktion funktioniert, indem wir sukzessive fur alle M rechts von O ein 1 links
mit LI Uberschreiben

® Verdopplung funktioniert indem wir fUr jedes Ubrige 1, M schreiben

M universitat - . . .
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Registermaschinen

Eine Registermaschine (RM) R ist ein Paar R = ((x;)1<i<n, P) sodass
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Registermaschinen

Eine Registermaschine (RM) R ist ein Paar R = ((x;)1<i<n, P) sodass
El (xi)1<i<n €ine Sequenz von n Registern x;, die natirliche Zahlen beinhalten
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Registermaschinen

Eine Registermaschine (RM) R ist ein Paar R = ((x;)1<i<n, P) sodass
El (xi)1<i<n €ine Sequenz von n Registern x;, die natirliche Zahlen beinhalten

El P ein Programm
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Registermaschinen

Eine Registermaschine (RM) R ist ein Paar R = ((x;)1<i<n, P) sodass
El (xi)1<i<n €ine Sequenz von n Registern x;, die natirliche Zahlen beinhalten

El P ein Programm

Programme sind endliche Folgen von Befehlen und sind induktiv definiert:
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Registermaschinen

Eine Registermaschine (RM) R ist ein Paar R = ((x;)1<i<n, P) sodass
El (xi)1<i<n €ine Sequenz von n Registern x;, die natirliche Zahlen beinhalten

El P ein Programm

Programme sind endliche Folgen von Befehlen und sind induktiv definiert:

El FUr jedes Register x; sind die folgenden Instruktionen sowohl Befehle wie
Programme: x; := x; + 1 und x; := x; — 1
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Registermaschinen

Eine Registermaschine (RM) R ist ein Paar R = ((x;)1<i<n, P) sodass
El (xi)1<i<n €ine Sequenz von n Registern x;, die natirliche Zahlen beinhalten

El P ein Programm

Programme sind endliche Folgen von Befehlen und sind induktiv definiert:
El FUr jedes Register x; sind die folgenden Instruktionen sowohl Befehle wie
Programme: x; := x; + 1 und x; := x; — 1
E1 wenn P1, P, Programme sind, dann ist P1; P, ein Programm
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Registermaschinen

Eine Registermaschine (RM) R ist ein Paar R = ((x;)1<i<n, P) sodass
El (xi)1<i<n €ine Sequenz von n Registern x;, die natirliche Zahlen beinhalten

El P ein Programm

Programme sind endliche Folgen von Befehlen und sind induktiv definiert:
El FUr jedes Register x; sind die folgenden Instruktionen sowohl Befehle wie
Programme: x; := x; + 1 und x; := x; — 1
E1 wenn P1, P, Programme sind, dann ist P1; P, ein Programm
El wenn P ein Programm und x; ein Register, dann ist
while x; # 0 do P; end

sowohl ein Befehl als auch ein Programm
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Definition (Semantik von Registermaschinen)

El Zu Beginn der Berechnung steht die Eingabe (als naturliche Zahlen) in den
Registern
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Definition (Semantik von Registermaschinen)

El Zu Beginn der Berechnung steht die Eingabe (als naturliche Zahlen) in den
Registern
E Die Befehle
® xi=Xx;i+1
® xi=X;i—1
bedeuten, dass der Inhalt des Register x; entweder um 1 erhéht oder vermindert
wird
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Definition (Semantik von Registermaschinen)

El Zu Beginn der Berechnung steht die Eingabe (als naturliche Zahlen) in den
Registern
E Die Befehle
® xii=x;+1
® xji:i=x;—1
bedeuten, dass der Inhalt des Register x; entweder um 1 erhéht oder vermindert
wird
El P:1; P, bedeutet, dass zunachst das Programm P; und dann das Programm P>
ausgefuhrt wird
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Definition (Semantik von Registermaschinen)

El Zu Beginn der Berechnung steht die Eingabe (als naturliche Zahlen) in den
Registern
E Die Befehle
® xii=x;+1
® xji:i=x;—1
bedeuten, dass der Inhalt des Register x; entweder um 1 erhéht oder vermindert
wird
El P:1; P, bedeutet, dass zunachst das Programm P; und dann das Programm P>
ausgefuhrt wird

A Der Befehl (und das Programm)
while x; # 0 do P; end

bedeutet, der Schleifenrumpf P; wird ausgefuhrt, bis die Bedingung x; # 0 falsch
ist
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Sei R = ((Xi)1<i<s, P) eine RM mit dem folgenden Programm:
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Sei R = ((Xi)1<i<s, P) eine RM mit dem folgenden Programm:

X3 :=0;
while x1 # 0 do
X1 :=Xx1 — 1;
X4 = X3;
while x5 #£ 0 do
X2 i =Xx3 — 1;
X3 :=x3+1
end;
X2 = Xg
end

W universitat - . - . . X
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Sei R = ((Xi)1<i<s, P) eine RM mit dem folgenden Programm:
Multiplikation

X3 :=0;
while x1 # 0 do
X1 :=Xx1 — 1;
X4 = X3;
while x5 #£ 0 do
X2 i =Xx3 — 1;
X3 :=x3+1
end;
X2 = Xg
end

W universitat - . - . . X
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Beispiel

Sei R = ((Xi)1<i<s, P) eine RM mit dem folgenden Programm:

Zuweisung Xx; 1= X;

while x; # 0 do
Xi i = Xj — 1
end;

while xx # 0 do
Xk =Xk — 1
end

while x; # 0 do
Xj = X; + 1;
Xj = Xj — 1;

X =X+ 1
end;
while xx # 0 do
Xj ‘= Xj +1;
X =Xk — 1
end

Multiplikation

x3 :=0;
while x1 # 0 do
X1 :=Xx1 —1;
X4 = X2,
while x5 # 0 do
X2 = X2 — 1;
X3 :=x3+1
end;
X2 ‘= Xg
end

B universitat
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Sei R = ((Xi)1<i<s, P) eine RM mit dem folgenden Programm:

Zuweisung Xx; := X; Multiplikation
while x; # 0 do while x; # 0 do X3 :=0;
Xii=Xxi—1 Xj = Xj+ 1; while x1 # 0 do
end; Xj = Xxj— 1; X1 :=x1 —1;
while xx # 0 do Xk =X+ 1 X4 1= X2,
Xk =X — 1 end; while x5 # 0 do
end while xx # 0 do X2 =Xy — 1;
Xj = Xj+ 1, X3 :=x3+1
X =Xk — 1 end,
end X2 = Xa
end

Bei Eingabe (m,n, 0,0, 0) berechnet R (0,n,m x n,n,0)
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Berechenbarkeit mit einer RM

® sei R = ((xi)1<i<n, P) eine RM
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Berechenbarkeit mit einer RM

® sei R = ((xi)1<i<n, P) eine RM

* eine partielle Funktion f: N¥ — N, heiRt R-berechenbar, wenn
f(n1,...,nk) =m gdw. R startet mit n; in den Registern x; und
endet mit m im Register x,41 (und Einga-
ben n; in den Registern x;)
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Berechenbarkeit mit einer RM

® sei R = ((xi)1<i<n, P) eine RM
* eine partielle Funktion f: N¥ — N, heiRt R-berechenbar, wenn

f(n1,...,nk) =m gdw. R startet mit n; in den Registern x; und
endet mit m im Register x,41 (und Einga-
ben n; in den Registern x;)
* Eine partielle Funktion f: N — N heit berechenbar auf einer RM, wenn eine RM
R existiert, sodass f R-berechenbar.

W universitat i i
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Berechenbarkeit mit einer RM

® sei R = ((xi)1<i<n, P) eine RM
* eine partielle Funktion f: N¥ — N, heiRt R-berechenbar, wenn

f(n1,...,nk) =m gdw. R startet mit n; in den Registern x; und
endet mit m im Register x,41 (und Einga-
ben n; in den Registern x;)
* Eine partielle Funktion f: N — N heit berechenbar auf einer RM, wenn eine RM
R existiert, sodass f R-berechenbar.

Jede partielle Funktion f: NK — N, die berechenbar auf einer RM ist, ist auf einer TM
berechenbar und umgekehrt
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Church-Turing-These (,,Naturgesetz“ der Informatik)

Jedes algorithmisch I6sbare Problem ist auch mit Hilfe einer Turingmaschine I6sbar.
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Church-Turing-These (,,Naturgesetz“ der Informatik)

Jedes algorithmisch I6sbare Problem ist auch mit Hilfe einer Turingmaschine I6sbar.

Definition (Berechenbare Reduktion)

angenommen
® |, M Sprachen Uber &
| < MmitR: X — X*
¢ die Reduktion R wird von TM T berechnet, sodass gilt
xeL&R(x)eM
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Church-Turing-These (,,Naturgesetz“ der Informatik)

Jedes algorithmisch I6sbare Problem ist auch mit Hilfe einer Turingmaschine I6sbar.

Definition (Berechenbare Reduktion)
angenommen
® |, M Sprachen Uber &
¢ | < MmitR: X — X*
¢ die Reduktion R wird von TM T berechnet, sodass gilt
xeL&R(x)eM

Entscheidbarkeit von L, durch Entscheider H von M

X R(x)
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Beispiel

Seien
L={xe{a,b}"||x|ist gerade}
M = {x € {a,b}" | x ist ein Palindrom gerader Lange}

danngiltL <7 M
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Beispiel

Seien
L={xec{a,b}"||x|ist gerade}
M = {x € {a,b}" | x ist ein Palindrom gerader Lange}

danngiltL <7 M

Reduktion
Wir geben eine (TM) berechenbare Abbildung R: {a,b}* — {a,b}* an, sodass
x €L < R(x)eM:
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Beispiel

Seien
L={xec{a,b}"||x|ist gerade}
M = {x € {a,b}" | x ist ein Palindrom gerader Lange}

danngiltL <7 M

Reduktion

Wir geben eine (TM) berechenbare Abbildung R: {a,b}* — {a,b}* an, sodass
x €L < R(x)eM:

e definiere R’, sodass R’(a) :=aund R'(b) :=a

e definiere R als Erweiterung von R" auf Worter

® R ist eine Stringfunktion, die ein Wort aus {a, b}" in das Wort a” umwandelt
® Genau dann wenn n gerade ist, ist a” ein Palindrom gerader Lange
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Tabelle fiir x € L gdw R(x) € M

xel x |R(x) R(x)eM
v € v
X a X
X b X
v aa | aa v
v ab | aa v
v ba | aa v
v bb | aa v
X aaa | aaa X

wobei
L={xe{a,b}" | |x|]istgerade} M = {x € {a,b}" | x ist ein Palindrom gerader Lange}
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Anwendungen von Reduktionen

Lemma

wenn L <1+ M und M entscheidbar, dann ist L entscheidbar
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Anwendungen von Reduktionen

Lemma

wenn L <1+ M und M entscheidbar, dann ist L entscheidbar

Unentscheidbarkeit

Unentscheidbarkeit eines Problems zeigt man mittels Reduktion von einem
unentscheidbares Problem (zum Beispiel das Halteproblem) auf das betrachtete
Problem
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Anwendungen von Reduktionen

wenn L <1+ M und M entscheidbar, dann ist L entscheidbar

Unentscheidbarkeit

Unentscheidbarkeit eines Problems zeigt man mittels Reduktion von einem
unentscheidbares Problem (zum Beispiel das Halteproblem) auf das betrachtete
Problem

es kann kein Testprogramm ftr “hello, world” Programme geben

Beweis.

HP <7 “hello, world” Programme
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