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Zusammenfassung der letzten LVA

Die Formeln der Aussagenlogik sind induktiv definiert:

E3 Eine atomare Formel p ist eine Formel,
E ein Wahrheitswertsymbol (True, False) ist eine Formel, und
El wenn A und B Formeln sind, dann sind

—-A (AAB) (AVB) (A — B)

auch Formeln

® Erweiterung der Belegung v zu einem Wahrheitswert v fir Formeln
®* A=B,wennA =BundB = A gilt
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Einfilhrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Kalkll des natirlichen SchlieSens, Konjunktive
und Disjunktive Normalformen

Einfiihrung in die Algebra

algebraische Strukturen, Boolesche Algebra

Einfiihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulare Sprachen, Kontextfreie Sprachen,
Chomsky-Hierarchie, Anwendungen von formalen Sprachen

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie und Komplexitatstheorie

Algorithmisch unlésbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen,
Komplexitatstheorie
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Methode von Quine

Lemma

A eine Formel und p ein Atom in A
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Methode von Quine

Lemma

A eine Formel und p ein Atom in A
E1 A ist eine Tautologie gdw.

A{p — True} ist Tautologie und A{p — False} ist Tautologie
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Methode von Quine

Lemma

A eine Formel und p ein Atom in A

E1 A ist eine Tautologie gdw.
A{p — True} ist Tautologie und A{p — False} ist Tautologie
E A ist unerfillbar gdw.

A{p — True} unerfiillbar und A{p — False} unerfiillbar
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Methode von Quine

Lemma

A eine Formel und p ein Atom in A
E1 A ist eine Tautologie gdw.

A{p — True} ist Tautologie und A{p — False} ist Tautologie
E A ist unerftllbar gdw.

A{p — True} unerfiillbar und A{p — False} unerfiillbar

Beispiel (Wahrheitstabellen oder logische Aquivalenzen)

Wir betrachten die Formel F
=[PAa—=NA(P—=a]—=(p—r)

Es ist nicht schwer einzusehen, dass F eine Tautologie ist
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Beispiel (Methode von Quine)

Die Methode liefert die folgenden Anforderungen
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Beispiel (Methode von Quine)

Die Methode liefert die folgenden Anforderungen

EF (True Aq — r) A (True — q) — (True — r) =: G ist Tautologie
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Beispiel (Methode von Quine)

Die Methode liefert die folgenden Anforderungen

EF (True Aq — r) A (True — q) — (True — r) =: G ist Tautologie
H (False Aq — r) A (False — q) — (False — r) ist Tautologie
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Beispiel (Methode von Quine)

Die Methode liefert die folgenden Anforderungen
EF (True Aq — r) A (True — q) — (True — r) =: G ist Tautologie
H (False Aq — r) A (False — q) — (False — r) ist Tautologie
Anforderungen in Baumform:

(PAG=1)A(P—a) = (p—T)
{p — False}

(False Aq — r) A (False — q) — (False — r)
{p — True}

G
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Beispiel (Methode von Quine)

Die Methode liefert die folgenden Anforderungen
EF (True Aq — r) A (True — q) — (True — r) =: G ist Tautologie
H (False Aq — r) A (False — q) — (False — r) ist Tautologie
Anforderungen in Baumform:

(PAG—=1)A(p—a) = (p—1)
{p — False}

(False Aq — r) A (False — q) — (False — r)

{p — True} _

(False — r) A (False — q) — True
G
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Beispiel (Methode von Quine)

Die Methode liefert die folgenden Anforderungen
EF (True Aq — r) A (True — q) — (True — r) =: G ist Tautologie
H (False Aq — r) A (False — q) — (False — r) ist Tautologie
Anforderungen in Baumform:

(PAG—=1)A(p—a) = (p—1)
{p — False}

(False Aq — r) A (False — q) — (False — r)

{p — True} _

(False — r) A (False — q) — True
G =
True A True — True

True
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Beispiel (Methode von Quine)

Die Methode liefert die folgenden Anforderungen
EF (True Aq — r) A (True — q) — (True — r) =: G ist Tautologie
H (False Aq — r) A (False — q) — (False — r) ist Tautologie
Anforderungen in Baumform:

(PAG=1)A(P—a) = (p—T)
{p — False}

(False Aq — r) A (False — q) — (False — r)

{p — True} =
(False — r) A (False — q) — True
G =
True A True — True
Ubrige Anforderungen True

El G ist Tautologie
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Beispiel (Fortsetzung)

G

(True Agq — r) A (True — q) — (True —r)

{far— Tru?/ \Q +> False}
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Beispiel (Fortsetzung)

m |

(True Agq — r) A (True — q) — (True —r)

(a—=rAg—r

{far— Tru?/ \Q +> False}
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Beispiel (Fortsetzung)

m |

(True Agq — r) A (True — q) — (True —r)

(a—=rAg—r

{q— Tru?/ q + False}
(True — r) ATrue — r (False —r) AFalse —r
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Beispiel (Fortsetzung)

G

(True Agq — r) A (True — q) — (True —r)

(=r)Agq—r

{g+— Tru?/ q — False}
(True — r) ATrue — r (False —r) AFalse —r
rATrue —r
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Beispiel (Fortsetzung)

G

(True Aq — r) A (True — q) — (True — )

(=r)Agq—r

{am Truy/ q — False}
(True — r) ATrue — r (False — r) A False — r
rA Tr:e —r
r i r
True
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Beispiel (Fortsetzung)

G

(True Aq — r) A (True — q) — (True — )

(=r)Agq—r

{am Truy/ q — False}
(True — r) ATrue — r (False — r) A False — r
r/\Trje —r True A I:Ise —r
r : r
True
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Beispiel (Fortsetzung)

G

(True Aq — r) A (True — q) — (True — )

(=r)Agq—r

{q— Tru?/ q — False}
(True — r) ATrue — r (False — r) A False — r
r/\Trje —r True A I:Ise —r
r i r Fals: —r
True True
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Beispiel (Fortsetzung)

G

(True Aq — r) A (True — q) — (True — )

(=r)Agq—r

{q— Tru?/ q + False}
(True — r) ATrue — r (False —r) AFalse —r
rATrue —r True A False — r
r—r False — r
True True

Es gibt keine weiteren Anforderungen mehr, also ist F eine Tautologie
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Inferenzregeln: Konjunktion

‘ Einftuhrung Elimination
A B . AAB AAB
A AR A N:e A N e
ANB A B
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Inferenzregeln: Konjunktion

‘ Einftuhrung Elimination
A B . AAB . AAB .
A\ Ai/\B/\" A AN S B N e

Wir betrachten die folgenden Inferenzen, die wir etwa in informellen Beweisen
verwendet haben:

p>aq aop (p—)q)/\(q—>p)/\_e (P—>Q)/\(Q—>P)A_e
(p—=a)n(q—p) p—q ' qa—p '
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Inferenzregeln: Konjunktion
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Inferenzregeln: Konjunktion

‘ Einftuhrung Elimination
A B . AAB . AAB .
A\ Ai/\B/\" A AN S B N e

Wir betrachten die folgenden Inferenzen, die wir etwa in informellen Beweisen
verwendet haben:

p>aq aop (p—)q)/\(q—>p)/\_e (P—>Q)/\(Q—>P)A_e
(p—=a)n(q—p) p—q ' qa—p '
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Inferenzregeln: Disjunktion

Einfihrung Elimination
A B
A ) B ) AVB C C
Viave Y ave V! C
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Inferenzregeln: Disjunktion

Einfihrung Elimination
A B
V AVB\/" AVB\/" C V:.e
True False
p _ -p _ True V False |True True
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Inferenzregeln: Disjunktion

Einfihrung Elimination
A B
A ) B ) AVB C C
V AVB Vil AVB Vil C V.e
True False
p _ -p _ True V False |True True
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Inferenzregeln: Implikation

Einfiihrung Elimination
A
— < =i A ASE e
A—B B i
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Inferenzregeln: Implikation

Einfdhrung Elimination
A
B A A
— B
— 0 E
- A—~B ! B
Beispiel
False
Tr
e — p—p—>q_>_e
False — True °° q '
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Inferenzregeln: Implikation

Einfdhrung Elimination
A
B A A
— B
—. €
- A—~B ! B
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False
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Inferenzregeln: Implikation

Einfdhrung Elimination
A
B A A
— B
— 0 E
- A—~B ! B
Beispiel
False
Tr
e — p—p—>q_>_e
False — True q '
= :‘n'}]"s/g'fls_"ctﬁt Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 12



Inferenzregeln: Negation et al.

Einfahrung Elimination
A
False ) A —A
a A ! False
False
False A false:e
- 7_‘;A -l e
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Naturliches Schlielsen (alle Inferenzregeln)

Einfihrung Elimination
A % A % N e % A:e
A B
s avslc|lc
V AVB Vil C V.e
— A-B [ % —:e
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Einfuhrung Elimination

False

/1

A

False _ A —A

A ! False
False
False: e

M universitat
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Einfuhrung Elimination
A
False A —A

B -A " False

False Fa/i\se False: e

Der Kalkul NK des naturlichen SchlieBens besteht aus den gerade betrachteten

Beweisregeln.

M universitat
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Beweisbarkeitsrelation

Sei G eine endliche Menge von Formeln und F eine Formel.

® Ein Beweis von F aus G ist eine Folge von Formeln A;,...,A, mit A, = F, sodass
gilt: A; € G oder A; folgt durch Anwendung einer der Regeln in NK.
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Beweisbarkeitsrelation

Sei G eine endliche Menge von Formeln und F eine Formel.

® Ein Beweis von F aus G ist eine Folge von Formeln A;,...,A, mit A, = F, sodass
gilt: A; € G oder A; folgt durch Anwendung einer der Regeln in NK.

® Eine Formel F heiRt beweisbar aus den Annahmen G, wenn es einen Beweis von F
aus G gibt.
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Beweisbarkeitsrelation

Sei G eine endliche Menge von Formeln und F eine Formel.

® Ein Beweis von F aus G ist eine Folge von Formeln A;,...,A, mit A, = F, sodass
gilt: A; € G oder A; folgt durch Anwendung einer der Regeln in NK.

® Eine Formel F heiRt beweisbar aus den Annahmen G, wenn es einen Beweis von F
aus G gibt.

® Ein Beweis wird oft auch als Ableitung, Herleitung oder Deduktion bezeichnet.
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Beweisbarkeitsrelation

Sei G eine endliche Menge von Formeln und F eine Formel.

® Ein Beweis von F aus G ist eine Folge von Formeln A;,...,A, mit A, = F, sodass
gilt: A; € G oder A; folgt durch Anwendung einer der Regeln in NK.

® Eine Formel F heiRt beweisbar aus den Annahmen G, wenn es einen Beweis von F
aus G gibt.

® Ein Beweis wird oft auch als Ableitung, Herleitung oder Deduktion bezeichnet.

El Die Beweisbarkeitsrelation A1, ..., A, - B gilt, gdw. B aus A, ..., A, beweisbar ist.

E Wir schreiben F A statt @ - A und nennen A in diesem Fall beweisbar.

W universitat i i
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Beispiel

Wir betrachten die folgende Tautologie
a—>b—(c—=(d—(e—0))))))

B universitat
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Beispiel

Wir betrachten die folgende Tautologie
a—>b—oc—d—e—c

1 a Pramisse
2 b Pramisse
3 c Pramisse
4 d Pramisse
5 e Pramisse
6 c 3
7 e—~c 56, —:i
8 d—s>e—c 4,7, —:i
9 c—d—e—c 3,8, —:i
10 b—c—d—e—c 2,9, —:i
11 a—»b—-c—d—e—c 1,10, —:i
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Beispiel

Wir betrachten die folgende Tautologie
a—>b—oc—d—e—c

1 a Pramisse
2 b Pramisse
3 c Pramisse
4 d Pramisse
5 e Pramisse
6 c 3

7 e—~c 56, —:i
8 d—s>e—c 4,7, —:i
9 c—d—e—c 3,8, —:i
10 b—c—d—e—c 2,9, —:i
11 a—»b—-c—d—e—c 1,10, —:i

Versuchen Sie als Ubung die Tautologie mit der Methode von Quine nachzuweisen.
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Der Kalkll NK ist korrekt und vollsténdig fir die Aussagenlogik:
Ai,...,An =B gdw. A,...,A,FB
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Der Kalkll NK ist korrekt und vollsténdig fir die Aussagenlogik:
Al,...,AnEB < Ai,...,A B
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Der Kalkll NK ist korrekt und vollsténdig fir die Aussagenlogik:
Al,...,AnEB = Ai,...,A B
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Der Kalkil NK ist korrekt und vollsténdig fir die Aussagenlogik:
Ai,...,An =B gdw. A,...,A,FB

|
Basierend auf einem korrekten und vollsténdigen Beweissystem kénnen wir
versuchen das Beweisen zu automatisieren = SAT/SMT solvers
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Der Kalkil NK ist korrekt und vollsténdig fir die Aussagenlogik:
Ai,...,An =B gdw. A,...,A,FB

Basierend auf einem korrekten und vollsténdigen Beweissystem kénnen wir
versuchen das Beweisen zu automatisieren = SAT/SMT solvers

Satz (Deduktionstheorem)

Gelte A = B, dann existiert ein Beweis von A — B, der A nicht als Pramisse hat

M universitat
b
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Beweis des Deduktionstheorems.

® Nach Annahme qgilt Aq,... A, ..., A, - B.
® OBdA. konnen wir annehmen, dass n = i.
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Beweis des Deduktionstheorems.
® Nach Annahme gilt A1,... A;,... . A, = B.

® OBdA. konnen wir annehmen, dass n = i.

® Also gibt es einen Beweis in NK der folgenden Gestalt:

1 Aq Pramisse

n—1 An_1 Pramisse
n Ap Pramisse
k B
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Beweis des Deduktionstheorems.
® Nach Annahme gilt A1,... A;,... . A, = B.

® OBdA. konnen wir annehmen, dass n = i.

® Also gibt es einen Beweis in NK der folgenden Gestalt:

1 Aq Pramisse

n—1 An_1 Pramisse
n Ap Pramisse
k B

® Nun figen wir diesem Beweis eine Anwendung der —: i Regel auf die Formeln A,
und B hinzu, wodurch aus der Pramisse A, eine (lokale) Annahme wird.
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innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 19



Beweis (Fortsetzung).

e Wir erhalten einen Beweis von A, — B:

1 A1 Pramisse
n-—1 An1 Pramisse
n An Annahme
k B
k+1 Ap —B —:i
u iLJnnri\slg:\S_li(t:Et Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 20



Beweis (Fortsetzung).

e Wir erhalten einen Beweis von A, — B:

1 A1 Pramisse
n-—1 An1 Pramisse
n An Annahme
k B
k+1 Ap —B —:i

® Somit ist die Pramisse A, aus der Liste der Annahmen eliminiert und wir haben im
Allgemeinen die Korrektheit des folgenden Sequents nachgewiesen:

A1, ... Ai—1,Ai11, .- AR FA —B. [ |
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Beispiel

Wir betrachten die formale Ableitung der Formel

—=p — p

MW universitat
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Wir betrachten die formale Ableitung der Formel

——p = p
1 —|—|p Pramlsse
p ——: e
3 ——p—=p 1,2, —:i
= Iunr}]"s’g'[a'ctﬁt Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 21



Beispiel

Wir betrachten die formale Ableitung der Formel

P =P
1 ——p Pramisse
2 p -l e
3 ——p—=p 1,2, —:i

Folgerung

® Dje Formel ——p — p ist eine Tautologie.

M universitat
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Beispiel

Wir betrachten die formale Ableitung der Formel

P =P
1 ——p Pramisse
2 p -l e
3 ——p—=p 1,2, —:i

Folgerung

® Dje Formel ——p — p ist eine Tautologie.

® Dje Formel ——p — p is formal beweisbar.

M universitat

W innsbruck Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 21



Wir betrachten die formale Ableitung der Formel
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Folgerung

® Dje Formel ——p — p ist eine Tautologie.

® Dje Formel ——p — p is formal beweisbar.
* Wegen Korrektheit und Vollstédndigkeit gilt die folgende Aquivalenz:
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