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Zusammenfassung der letzten LVA

Einfihrung Elimination
A %/\:i ’%/\:e %/\:e
A B
s avslc|lc
V m\/:l C Ve
— m—xi ’%—xe

M universitat

W innsbruck Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23



Einfuhrung Elimination
A
False A —A

B -A " False

False Fa/i\se False: e

Der Kalkul NK des naturlichen SchlieBens besteht aus den gerade betrachteten

Beweisregeln.
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Einfilhrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Kalkll des natirlichen SchlieSens, Konjunktive
und Disjunktive Normalformen

Einfiihrung in die Algebra

algebraische Strukturen, Boolesche Algebra

Einfiihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulare Sprachen, Kontextfreie Sprachen,
Chomsky-Hierarchie, Anwendungen von formalen Sprachen

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie und Komplexitatstheorie

Algorithmisch unlésbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen,
Komplexitatstheorie
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Komplexitatstheorie
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Beispiel (Wiederholung)

Wir betrachten die Ableitung der Formel ——p — p

1 ——p Pramisse
P ——: e
3 ——p—=p 1,2, —:i
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Beispiel (Wiederholung)

Wir betrachten die Ableitung der Formel ——p — p

1 ——p Pramisse
2 p - e
3 ——p—=p 1,2, —:i

Beispiel

Wir betrachten die Ableitung der Umkehrung
p— —7p

p Pramisse

—p Pramisse

False 1,2, —:e

A W N -

——p 2,3,
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Beispiel (Wiederholung)

Wir betrachten die Ableitung der Formel ——p — p

1 ——p Pramisse
2 p - e
3 ——p—=p 1,2, —:i

Beispiel

Wir betrachten die Ableitung der Umkehrung
A — A

A Pramisse

—A Pramisse

False 1,2, —:e
-—A 2,3, i

A W N -

W universitat - . - . X X
W innsbruck Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 6



Beispiel (Abgeleitete Regel ——: i)

Mit der selben Ableitung erhalten wir die folgende (abgeleitete) Inferenzregel:
A

A

NB: Wir schreiben Inferenzregeln immer mit den Metavariablen fir Formeln A, B, C . ..
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Beispiel (Abgeleitete Regel ——: i)

Mit der selben Ableitung erhalten wir die folgende (abgeleitete) Inferenzregel:
A :
s

AT

NB: Wir schreiben Inferenzregeln immer mit den Metavariablen fir Formeln A, B, C . ..

Beispiel
Wir betrachten noch eine weitere abgeleitete Inferenzregel, namlich den
Widerspruchsbeweis (WB):

—A

False
A

WB
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Beispiel (Abgeleitete Regel WB)

Die Ableitung der Regel WB gelingt wie folgt: 1 —-A — False Pramisse, —: i
2 —A Pramisse
3 False 1,2, —:e
4 ——A 2,3,
5 A 4,——: e
B universitdt  gifunrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 8
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Beispiel (Abgeleitete Regel WB)

Die Ableitung der Regel WB gelingt wie folgt: 1 —-A — False Pramisse, —: i
2 —A Pramisse
3 False 1,2, —:e
4 -—A 23,7
5 A 4,——: e

Beispiel

Nun wollen wir noch p VvV g - q V p zeigen: 1 pV q Pramisse
2 p Pramisse
3 qVvp 2,V:i
4 q Pramisse
5 gVvp 4,V:i
6 qVp 1,2-3,4-5 V:e
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Diskurs: Axiome flr die Aussagenlogik nach Frege und
tukasiewicz

® Der Kalkul NK des naturlichen Schliel3ens ist (beileibe) nicht der einzige korrekte
und vollstandige Kalkul fur die Aussagenlogik.
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Diskurs: Axiome fur die Aussagenlogik nach Frege und
tukasiewicz

® Der Kalkll NK des naturlichen Schliel3ens ist (beileibe) nicht der einzige korrekte
und vollstandige Kalkul fur die Aussagenlogik.

Axiome fur die Aussagenlogik nach Frege und tukasiewicz
(1) A—=(B—A)
(2) A—(B—=0C)—((A—B)—(A—=0)
(3) (A — -B) = (B—A)

Das Axiomensystem nach Frege und tukasiewicz mit Inferenzregel Modus Ponens ist
korrekt und vollstandig fur die Aussagenlogik. |
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Eine Wahrheitsfunktion f: {T,F}" — {T, F} ist eine Funktion, die n Wahrheitswerten
einen Wahrheitswert zuordnet (vgl. Rechnerarchitektur)
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Eine Wahrheitsfunktion f: {T,F}" — {T, F} ist eine Funktion, die n Wahrheitswerten
einen Wahrheitswert zuordnet (vgl. Rechnerarchitektur)

Sei f: {T,F}" — {T,F} eine Wahrheitsfunktion; wir definieren:
TV(f) :={(s1,.--,5n) | f(S1,...,50) =T}
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Eine Wahrheitsfunktion f: {T,F}" — {T, F} ist eine Funktion, die n Wahrheitswerten
einen Wahrheitswert zuordnet (vgl. Rechnerarchitektur)

Sei f: {T,F}" — {T,F} eine Wahrheitsfunktion; wir definieren:
TV(f) :={(s1,.--,5n) | f(S1,...,50) =T}

Definition (Konjunktive und Disjunktive Normalform)

El Ein Literal ist ein Atom p oder die Negation eines Atoms —p

E1 Formel A ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn A eine Disjunktion von
Konjunktionen von Literalen

El Formel A ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn A eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen

M universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 11



e f: {T,F}" — {T,F} eine Wahrheitsfunktion
TV(f) # @, TV(f) # {T,F}"
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e f: {T,F}" — {T,F} eine Wahrheitsfunktion
TV(f) # @, TV(f) # {T,F}"

® pi1,...,pn atomare Formeln
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e f: {T,F}" — {T,F} eine Wahrheitsfunktion
TV(f) # @, TV(f) # {T,F}"
® pi1,...,pn atomare Formeln
® Sei DNF D definiert als:
n
D:= \/ N\ A
(515---,5n)ETV(F) i=1

wobei A; = p;, wenn s; = T und A; = —p; sonst
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e f: {T,F}" — {T,F} eine Wahrheitsfunktion
TV(f) # @, TV(f) # {T,F}"

® pi1,...,pn atomare Formeln

® Sei DNF D definiert als:

D= \/ /n\A,-

(515---,5n)ETV(F) i=1
wobei A; = p;, wenn s; = T und A; = —p; sonst
® Sej KNF K definiert als:
n
K= N \/ B
(S1,--,50)ZTV(F) j=1

wobei B; = —p;, wenn s; = T und B; = p; sonst
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e f: {T,F}" — {T,F} eine Wahrheitsfunktion
TV(f) # @, TV(f) # {T,F}"

® pi1,...,pn atomare Formeln

® Sei DNF D definiert als:

D= \/ /n\A,-

(S1,--,5n)ETV(F) i=1
wobei A; = p;, wenn s; = T und A; = —p; sonst
® Sei KNF K definiert als:
n
K= N \/ B
(51,-,5n)ETV(F) j=1
wobei B; = —p;, wenn s; = T und B; = p; sonst
e Die Wahrheitstabellen von D und K entsprechen der Wahrheitsfunktion f
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E1 Jede Wahrheitsfunktion kann als DNF oder KNF ausgedriickt werden
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E1 Jede Wahrheitsfunktion kann als DNF oder KNF ausgedriickt werden
Bl Jede Formel mit n Atomen induziert eine Wahrheitsfunktion in n Variablen
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E1 Jede Wahrheitsfunktion kann als DNF oder KNF ausgedriickt werden
Bl Jede Formel mit n Atomen induziert eine Wahrheitsfunktion in n Variablen

Beweis.

Fl Es fehlen die Falle, wo die Wahrheitsfunktion trivial ist:
* TV(f) =2
* TV(f) = {T,F}"
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E1 Jede Wahrheitsfunktion kann als DNF oder KNF ausgedriickt werden
Bl Jede Formel mit n Atomen induziert eine Wahrheitsfunktion in n Variablen

Beweis.

Fl Es fehlen die Falle, wo die Wahrheitsfunktion trivial ist:
* TV(f) =2
* TV(f) = {T,F}"

A Setze D =K := A\_;(pi A —p;) im ersten Fall
B Setze D =K :=\/_;(p; V —p;) im zweiten Fall
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E1 Jede Wahrheitsfunktion kann als DNF oder KNF ausgedriickt werden
Bl Jede Formel mit n Atomen induziert eine Wahrheitsfunktion in n Variablen

Beweis.

Fl Es fehlen die Falle, wo die Wahrheitsfunktion trivial ist:
* TV(f) =2
* TV(f) = {T,F}"

A Setze D =K := A\_;(pi A —p;) im ersten Fall
B Setze D =K :=\/_;(p; V —p;) im zweiten Fall u

Folgerung

Fiir jede Formel A existiert eine DNF D und eine KNF K, sodass A =D = K gilt.
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Beispiel

Die folgende Operation (&) wird XOR genannt:

pDoq

— 4 m m|T
- m 4 m|a
m 4 4 M| D
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Beispiel

Die folgende Operation (&) wird XOR genannt:

P a|pDq
F F| F
F T T
T F T
T T F
Wir erstellen die KNF.
= :Jn'}"‘slg::ﬂctﬁt Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 14



Beispiel

Die folgende Operation (&) wird XOR genannt:

P a|p&q
F F| F
F T T
T F| T
T T| F

Wir erstellen die KNF.
V(&) = {(F,T),(T,F)}
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Beispiel

Die folgende Operation (&) wird XOR genannt:

P a|p&q
F F| F
F T T
T F| T
T T| F

Wir erstellen die KNF.
V(&) = {(F,T),(T,F)}

p1 p2 | pr@p,  Disjunktion
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Beispiel

Die folgende Operation (&) wird XOR genannt:

P a|p&q
F F| F
F T T
T F| T
T T| F

Wir erstellen die KNF.
V(&) = {(F,T),(T,F)}

p1 p2 | pr@p,  Disjunktion

FF F p1V P2
B universitdt g P : ) )
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Beispiel

Die folgende Operation (&) wird XOR genannt:

P a|p&q
F F| F
F T T
T F| T
T T| F

Wir erstellen die KNF.
V(&) = {(F,T),(T,F)}

p1 p2 | pr@p,  Disjunktion

FF F p1Vp2
T F —p1V P2
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Beispiel

Die folgende Operation (&) wird XOR genannt:

P a|p&q
F F| F
F T T
T F| T
T T| F

Wir erstellen die KNF.
V(&) = {(F,T),(T,F)}

pP1 P2 | p1 @ p2 Disjunktion KNE
FF F p1V p2
T F —p1V —p2 (p1V P2) A (—p1 V —p2)
= Hn’“zg;alctﬁt Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 14
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Definition (Algebra)

Eine Algebra A = (A1,...,Ap;01,...,0m) besteht aus
E1 Trager (oder Tragermengen) A;, ..., A,
H Operationen oy, ..., oy auf den Tragern
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Definition (Algebra)

Eine Algebra A = (A1,...,Ap;01,...,0m) besteht aus
E1 Trager (oder Tragermengen) A;, ..., A,
H Operationen oy, ..., oy auf den Tragern

Nullstellige Operationen werden auch Konstanten genannt; wir fixieren eine
unendliche Menge von Variablen x1, x5, ... und flr jede Operation o; der Algebra A ein
Symbol o; der gleichen Stelligkeit
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Definition (Algebra)

Eine Algebra A = (A1,...,Ap;01,...,0m) besteht aus
E1 Trager (oder Tragermengen) A;, ..., A,
H Operationen oy, ..., oy auf den Tragern

Nullstellige Operationen werden auch Konstanten genannt; wir fixieren eine
unendliche Menge von Variablen x1, x5, ... und flr jede Operation o; der Algebra A ein
Symbol o; der gleichen Stelligkeit

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Wir definieren die algebraischen Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
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innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 16



Definition (Algebra)

Eine Algebra A = (A1,...,Ap;01,...,0m) besteht aus
E1 Trager (oder Tragermengen) A;, ..., A,
H Operationen oy, ..., oy auf den Tragern

Nullstellige Operationen werden auch Konstanten genannt; wir fixieren eine
unendliche Menge von Variablen x1, x5, ... und flr jede Operation o; der Algebra A ein
Symbol o; der gleichen Stelligkeit

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Wir definieren die algebraischen Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
F1 Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdricke.
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Definition (Algebra)

Eine Algebra A = (A1,...,Ap;01,...,0m) besteht aus
E1 Trager (oder Tragermengen) A;, ..., A,
H Operationen oy, ..., oy auf den Tragern

Nullstellige Operationen werden auch Konstanten genannt; wir fixieren eine
unendliche Menge von Variablen x1, x5, ... und flr jede Operation o; der Algebra A ein
Symbol o; der gleichen Stelligkeit

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Wir definieren die algebraischen Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
F1 Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdricke.

El Wenn A;, ..., A, algebraische Ausdriicke, o eine Operation, dann ist o(A1,...,Ap)
ein algebraischer Ausdruck

W universitat i i
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Seien A und B algebraische Ausdricke

® A und B sind aquivalent, wenn V Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B’
® Wenn A aquivalent zu B ist, schreiben wir kurz A ~ B
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Seien A und B algebraische Ausdricke

® A und B sind aquivalent, wenn V Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B’
® Wenn A aquivalent zu B ist, schreiben wir kurz A ~ B

Wenn die Trager von A endlich sind, dann nennen wir A endlich
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Seien A und B algebraische Ausdricke
® A und B sind aquivalent, wenn V Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B’
® Wenn A aquivalent zu B ist, schreiben wir kurz A ~ B

Wenn die Trager von A endlich sind, dann nennen wir A endlich

Beispiel

Sei A = {a,b,c,d} und o durch folgende Operationstabelle definiert:

ola b c d
ala b c d
b|b c d a
c|lc d a c
did a b c
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Seien A und B algebraische Ausdricke
® A und B sind aquivalent, wenn V Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B’
® Wenn A aquivalent zu B ist, schreiben wir kurz A ~ B

Wenn die Trager von A endlich sind, dann nennen wir A endlich

Beispiel

Sei A = {a,b,c,d} und o durch folgende Operationstabelle definiert:

ola b c d
ala b c d
b|b c d a
c|lc d a c
djd a b c
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Seien A und B algebraische Ausdricke
® A und B sind aquivalent, wenn V Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B’
® Wenn A aquivalent zu B ist, schreiben wir kurz A ~ B

Wenn die Trager von A endlich sind, dann nennen wir A endlich

Beispiel

Sei A = {a,b,c,d} und o durch folgende Operationstabelle definiert:
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Seien A und B algebraische Ausdricke
® A und B sind aquivalent, wenn V Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B’
® Wenn A aquivalent zu B ist, schreiben wir kurz A ~ B

Wenn die Trager von A endlich sind, dann nennen wir A endlich

Beispiel

Sei A = {a,b,c,d} und o durch folgende Operationstabelle definiert:

ola b c d
ala b c d
b|b c d a
c|lc d a b
did a b c
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Seien A und B algebraische Ausdricke
® A und B sind aquivalent, wenn V Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B’
® Wenn A aquivalent zu B ist, schreiben wir kurz A ~ B

Wenn die Trager von A endlich sind, dann nennen wir A endlich

Beispiel

Sei A = {a,b,c,d} und o durch folgende Operationstabelle definiert:

ola b c d
ala b c d
b|b c d a
c|lc d a c
did a b c

M universitat
b
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Nullelement, neutrales Element, Inverses

Sei o eine binare Operation auf A
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Nullelement, neutrales Element, Inverses

Sei o eine binare Operation auf A

® Wenn 0 € A existiert, sodass fur allea € A
ao0=00a=0

dann heift 0 Nullelement fur o
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Nullelement, neutrales Element, Inverses

Sei o eine binare Operation auf A

® Wenn 0 € A existiert, sodass fur allea € A
ao0=00a=0

dann heift 0 Nullelement fur o
® Wenn 1 € A existiert, sodass fur allea € A
aol=1oca=a

dann heilt 1 Einselement (neutrales Element) fur o
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Nullelement, neutrales Element, Inverses

Sei o eine binare Operation auf A

® Wenn 0 € A existiert, sodass fur allea € A
ao0=00a=0
dann heift 0 Nullelement fur o
® Wenn 1 € A existiert, sodass fur allea € A
aol=1oa=a
dann heilt 1 Einselement (neutrales Element) fur o
® Sej 1 das neutrale Element flir o und fiir a € A, existiert b € A, sodass
aob=boa=1

Dann heifRt b das Inverse (Komplement) von a
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Halbgruppen, Monoide und Gruppen
Definition |

Eine Algebra A = (A; o) heillt
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Halbgruppen, Monoide und Gruppen
Definition |

Eine Algebra A = (A; o) heillt
® Halbgruppe, wenn o assoziativ
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Halbgruppen, Monoide und Gruppen
Definition |

Eine Algebra A = (A; o) heillt
® Halbgruppe, wenn o assoziativ

® Monoid, wenn A = (A; o, 1) eine Halbgruppe mit Einselement 1 fir o
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Halbgruppen, Monoide und Gruppen
Definition |

Eine Algebra A = (A; o) heillt
® Halbgruppe, wenn o assoziativ

® Monoid, wenn A = (A; o, 1) eine Halbgruppe mit Einselement 1 fir o
® Gruppe, wenn A ein Monoid ist und jedes Element ein Inverses hat
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Halbgruppen, Monoide und Gruppen
Definition |

Eine Algebra A = (A; o) heillt
® Halbgruppe, wenn o assoziativ

® Monoid, wenn A = (A; o, 1) eine Halbgruppe mit Einselement 1 fir o
® Gruppe, wenn A ein Monoid ist und jedes Element ein Inverses hat
Eine Halbgruppe, ein Monoid oder eine Gruppe heist kommutativ, wenn o kommutativ
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Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Eine Algebra A = (A; o) heillt
® Halbgruppe, wenn o assoziativ

® Monoid, wenn A = (A; o, 1) eine Halbgruppe mit Einselement 1 fir o
® Gruppe, wenn A ein Monoid ist und jedes Element ein Inverses hat
Eine Halbgruppe, ein Monoid oder eine Gruppe heist kommutativ, wenn o kommutativ

Die im vorigen Beispiel definierte Algebra A hat folgende Eigenschaften:
1 a ist das neutrale Element von o
F1 Jedes Element besitzt ein Inverses
El o ist nicht kommutativ

M universitat - . . X
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Eigenschaft des neutralen Elements

Lemma

Jede binare Operation hat maximal ein neutrales Element

W universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 20



Eigenschaft des neutralen Elements

Jede binare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.
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Eigenschaft des neutralen Elements

Jede binare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.

E8 Sei o eine binare Operation auf der Menge A
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Eigenschaft des neutralen Elements

Jede binare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.

E8 Sei o eine binare Operation auf der Menge A

EF1 Angenommen e und u sind neutrale Elemente fur o
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Eigenschaft des neutralen Elements

Jede binare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.

E8 Sei o eine binare Operation auf der Menge A

EF1 Angenommen e und u sind neutrale Elemente fur o
El Wir zeigen, dasse =u

e—eou da u Einselement
=u da e Einselement
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Eigenschaft des neutralen Elements

Jede binare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.

E8 Sei o eine binare Operation auf der Menge A

EF1 Angenommen e und u sind neutrale Elemente fur o
El Wir zeigen, dasse =u

e—eou da u Einselement
=u da e Einselement

M universitat
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Eigenschaft des Inversen

Lemma

Wenn A = (A; o, 1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig
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Eigenschaft des Inversen

Wenn A = (A; o, 1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig

Beweis.

Sei a € A und seien b, ¢ Inverse von a. Wir zeigen b = c:
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Eigenschaft des Inversen

Wenn A = (A; o, 1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig

Beweis.

Sei a € A und seien b, ¢ Inverse von a. Wir zeigen b = c:

b=bol 1 ist neutrales Element
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Eigenschaft des Inversen

Wenn A = (A; o, 1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig

Beweis.

Sei a € A und seien b, ¢ Inverse von a. Wir zeigen b = c:

b=bol 1 ist neutrales Element
=bo(aoc) c ist Komplement von a
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Eigenschaft des Inversen

Wenn A = (A; o, 1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig

Beweis.

Sei a € A und seien b, ¢ Inverse von a. Wir zeigen b = c:

b=bol 1 ist neutrales Element
=bo(aoc) c ist Komplement von a
=(boa)oc Assoziativitat von o
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Eigenschaft des Inversen

Wenn A = (A; o, 1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig

Beweis.

Sei a € A und seien b, ¢ Inverse von a. Wir zeigen b = c:

b=bol 1 ist neutrales Element
=bo(aoc) c ist Komplement von a
=(boa)oc Assoziativitat von o

=1loc b ist Komplement von a

W universitat i i
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Eigenschaft des Inversen

Wenn A = (A; o, 1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig

Beweis.

Sei a € A und seien b, ¢ Inverse von a. Wir zeigen b = c:

b=bol
=bo(aoc)
=(boa)oc
=1loc

=C

1 ist neutrales Element
c ist Komplement von a
Assoziativitat von o

b ist Komplement von a

1 ist neutrales Element

W universitat
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Eigenschaft des Inversen

Wenn A = (A; o, 1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig

Beweis.

Sei a € A und seien b, ¢ Inverse von a. Wir zeigen b = c:

b=bol
=bo(aoc)
=(boa)oc
=1loc

=C

1 ist neutrales Element
c ist Komplement von a
Assoziativitat von o

b ist Komplement von a

1 ist neutrales Element

M universitat
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Ringe und Korper

Definition (Ring)

Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heift Ring, wenn
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Ringe und Korper

Definition (Ring)
Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heift Ring, wenn
E (A; +,0) eine kommutative Gruppe
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Ringe und Korper

Definition (Ring)

Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heift Ring, wenn
E (A; +,0) eine kommutative Gruppe
H (A;-, 1) ein Monoid
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Ringe und Korper

Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heift Ring, wenn
E (A; +,0) eine kommutative Gruppe
H (A;-, 1) ein Monoid
El - distributiert Gber + (von links und von rechts),

das heilSt fur alle a, b, c € A qilt:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (b+c)-a=(b-a)+(c-a)
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Ringe und Korper

Definition (Ring)
Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heift Ring, wenn
E (A; +,0) eine kommutative Gruppe
H (A;-, 1) ein Monoid
El - distributiert Gber + (von links und von rechts),
das heilSt fur alle a, b, c € A qilt:
a-(b+tc)=(a-b)+(a-c) (b+c)-a=(b-a)+(c-a)

Definition (Korper)

Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heilt Kérper, wenn
F A ein Ring
B (A\ {0};-,1) eine kommutative Gruppe

M universitat
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
E (B;+,0) und (B;-, 1) sind kommutative Monoide
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
E (B;+,0) und (B;-, 1) sind kommutative Monoide
E1 Die Operationen + und - distribuieren Ubereinander. Es gilt also fur alle a, b, c € B:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+(b-c)=(a+b) (a+c)
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
E (B;+,0) und (B;-, 1) sind kommutative Monoide
E1 Die Operationen + und - distribuieren Ubereinander. Es gilt also fur alle a, b, c € B:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+(b-c)=(a+b) (a+c)

El Furalle a € B gilt
at+~(@)=1 a-~(a)=0
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
E (B;+,0) und (B;-, 1) sind kommutative Monoide
E1 Die Operationen + und - distribuieren Ubereinander. Es gilt also fur alle a, b, c € B:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+(b-c)=(a+b) (a+c)

El Furalle a € B gilt
at+~(@)=1 a-~(a)=0

Das Element ~(a) heiBt das Komplement oder die Negation von a

M universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 23



Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
E (B;+,0) und (B;-, 1) sind kommutative Monoide
E1 Die Operationen + und - distribuieren Ubereinander. Es gilt also fur alle a, b, c € B:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+((b-c)=(a+b)-(a+c)

El Furalle a € B gilt
at+~(@)=1 a-~(a)=0

Das Element ~(a) heiBt das Komplement oder die Negation von a

Konventionen

® Wir lassen - oft weg und schreiben ab statt a-b

® Wir verwenden die folgende Prazedenz: ~ bindet starker als + und -
® Die Definition ist eine Verallgemeinerung der Definition in Rechnerarchitektur
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Definition (Boolescher Ausdruck)

Sei eine unendliche Menge von Variablen x1, X2, ... gegeben; diese Variablen heiRen
Boolesche Variablen
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Definition (Boolescher Ausdruck)

Sei eine unendliche Menge von Variablen x1, X2, ... gegeben; diese Variablen heiRen
Boolesche Variablen

Wir definieren Boolesche Ausdriicke induktiv:
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Definition (Boolescher Ausdruck)
Sei eine unendliche Menge von Variablen x1, X2, ... gegeben; diese Variablen heiRen
Boolesche Variablen
Wir definieren Boolesche Ausdricke induktiv:
E1 O, 1 und Variablen sind Boolesche Ausdricke
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Definition (Boolescher Ausdruck)

Sei eine unendliche Menge von Variablen x1, X2, ... gegeben; diese Variablen heiRen
Boolesche Variablen
Wir definieren Boolesche Ausdricke induktiv:

E1 O, 1 und Variablen sind Boolesche Ausdricke

F Wenn E und F Boolesche Ausdricke sind, dann sind

~(E)  (E-F) (E+F)
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Definition (Boolescher Ausdruck)

Sei eine unendliche Menge von Variablen x1, X2, ... gegeben; diese Variablen heiRen
Boolesche Variablen
Wir definieren Boolesche Ausdricke induktiv:

E1 O, 1 und Variablen sind Boolesche Ausdricke

F Wenn E und F Boolesche Ausdricke sind, dann sind

~(E)  (E-F) (E+F)

Boolesche Ausdricke A und B heifen aquivalent (A =~ B), wenn fur alle Booleschen
Algebren, in allen Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B'.
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Definition (Boolescher Ausdruck)

Sei eine unendliche Menge von Variablen x1, X2, ... gegeben; diese Variablen heillen
Boolesche Variablen

Wir definieren Boolesche Ausdriicke induktiv:
F1 0, 1 und Variablen sind Boolesche Ausdriicke
F Wenn E und F Boolesche Ausdricke sind, dann sind

~(E) (E-F) (E+F)

Boolesche Ausdricke A und B heifen aquivalent (A =~ B), wenn fur alle Booleschen
Algebren, in allen Instanzen A’ und B’ gilt: A’ = B'.

Beispiel (vgl Rechnerarchitektur)

Die folgenden Ausdricke sind Boolesche Ausdruicke:
X1 X2 X1+Xz X1-X2 X1-(X14+Xx2) Xi(x1+x2) x1~(x1+ Xx2)

M universitat . . . .
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
PM):={N|NC M}
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
E N die Schnittmenge
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
E N die Schnittmenge
El ~ die Komplementarmenge

W universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 25



Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
E N die Schnittmenge
El ~ die Komplementarmenge
Diese Algebra nennt man Mengenalgebra.
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M);U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
E N die Schnittmenge
El ~ die Komplementarmenge
Diese Algebra nennt man Mengenalgebra.

Lemma

Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra
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Binare Algebra

Sei B := {0,1}, wobei 0,1 € N. Wir betrachten die Algebra
<]B; +r IEE) 07 1>

wobei die Operationen +, -, ~ wie folgt definiert:
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Binare Algebra

Sei B := {0,1}, wobei 0,1 € N. Wir betrachten die Algebra
(B; +,-,~,0,1)
wobei die Operationen +, -, ~ wie folgt definiert:
1 0 +11 0

~Y
1/1 0 1|11 1|0
0|0 O 0|1 O 0|1
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Binare Algebra

Sei B := {0,1}, wobei 0,1 € N. Wir betrachten die Algebra

(B; +,-,~,0,1)
wobei die Operationen +, -, ~ wie folgt definiert:
10 +/1 0 ~
1/1 O 11 1 110
0/0 O 0|1 O 01

Diese Algebra nennt man binare Algebra oder Boolesche Algebra im engeren Sinn
(Rechnerarchitektur)
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Binare Algebra

Sei B := {0,1}, wobei 0,1 € N. Wir betrachten die Algebra

(B; +,-,~,0,1)
wobei die Operationen +, -, ~ wie folgt definiert:
10 +/1 0 ~
1(1 0 1 (1 1 10
0|0 O 0|1 0 0|1

Diese Algebra nennt man binare Algebra oder Boolesche Algebra im engeren Sinn
(Rechnerarchitektur)

Die bindre Algebra ist eine Boolesche Algebra
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Algebra der Aussagenlogik

Sei Frm die Menge der aussagenlogischen Formeln

Wir betrachten die Algebra Frm
(Frm; v, A, —, False, True)

Wobei die Zeichen wie in der Aussagenlogik interpretiert werden und Gleichheit von
Booleschen Ausdriicken logische Aquivalenz bedeutet
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Algebra der Aussagenlogik

Sei Frm die Menge der aussagenlogischen Formeln

Wir betrachten die Algebra Frm

(Frm; v, A, —, False, True)

Wobei die Zeichen wie in der Aussagenlogik interpretiert werden und Gleichheit von
Booleschen Ausdriicken logische Aquivalenz bedeutet

Lemma

Die Algebra Frm ist eine Boolesche Algebra
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Algebra des Kartesischen Produkts und der

Schaltfunktionen

Sei B := {0,1} und sei B"” das n-fache kartesische Produkt von B:

B" = {(a1,...,an) | ai € B}; wir betrachten

(B"; +,-,~,(0,...
B (a17 7an)+(b17~-7bn):(al+b17-~
E @y oo ,an)-(bl,...,bn):(al-bl,...
B~ (a17 7an)) = (N(a1)7 c N(a”))

,0),(1,...,1))

‘aan+bn)

,dn - bn)

M universitat " . X
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Algebra des Kartesischen Produkts und der
Schaltfunktionen

Sei B := {0, 1} und sei B" das n-fache kartesische Produkt von B:
B" = {(a1,...,an) | ai € B}; wir betrachten

(B": +,-,~, (0,...,0),(1,...,1))

ﬂ(al, 7an)+(b1,...,bn):(a1+b17...,an+bn)
E (al,...,an)-(bl,...,bn):(al-bl,...,an-bn)
H ~((a1,...,an)) = (~(a1),...,~(an))

Die oben definierte Algebra ist eine Boolesche Algebra
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Sei Abb die Menge der Abbildungen von B” nach B™ wir betrachten

(Abb; +, -, ~, (0,...,0),(1,...,1))

0....,0): (a1,...,an) — (0,...,0)

f+9)(a1,...,an) =f(az,...,an) +9(a1,---,an)
A (f-9)(ei,...,an) =f(az,-..,an) - 9(ai,...,an)
A ~(f)(a1,-..,an) = ~(f(a1,...,an))
Diese Algebra nennt man Algebra der Schaltfunktionen oder n-stelligen Booleschen
Funktionen
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Sei Abb die Menge der Abbildungen von B” nach B™ wir betrachten

(Abb; +, -, ~, (0,...,0),(1,...,1))

f+9)(a1,...,an) =f(az,...,an) +9(a1,---,an)
A (f-9)(ei,...,an) =f(az,-..,an) - 9(ai,...,an)
A ~(f)(a1,-..,an) = ~(f(a1,...,an))
Diese Algebra nennt man Algebra der Schaltfunktionen oder n-stelligen Booleschen
Funktionen

Die Algebra der Schaltfunktionen ist eine Boolesche Algebra
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