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1) Lésung. Die TM M = ({1,2,3,t,r},{a,b},{a,b,F, U}, F, 11,5, 1,¢r), wobei § wie

folgt definiert ist:

o a b U
1|(1,H,R)|(2,a,R) | (1,b,R) | (r,L,R)
2 (2,a,R) | (3,b,R) | (r,1, R)
3 (t,a,R) | (1,b,R) | (r,U, R)
t (t,a,R) | (t,b,R) | (t,LU, R)
r (r,a,R) | (r,b,R) | (r,U, R)
(1, Uy ,0)7(1,|—|_||_| ,1)7(r,l—l_ll_l ,2)

(1, babbal®, 0) gV
(1,F babbali®, 1) 5V
(1,F babbal®®,2) gV
(2, babbal*®, 3) 7
(r, babball*, 4)

(1,F ababL®, 0) -
(1,F ababL*®; 1) -
(2,F ababLi*®, 2) IV
(3,F ababL™, 3) -
(t,F abablu>, 4) -
(t,F ababli*,5)

O

2) Lésung. Um zu beweisen, dass L <p M gilt muss eine Reduktionsfunktion R : ¥* —
>* angegeben werden, die folgende Eigenschaften erfiillt:

— R ist berechenbar (wird meist nur informell bewiesen, indem skizziert wird, wie
ein moglicher Algorithmus fiir R aussieht)

— R bildet jedes Wort in L auf ein Wort in M ab
— R bildet jedes Wort nicht in L auf ein Wort nicht in M ab



Nun zu den Konsequenzen einer Reduktion. Falls L <p M gilt, folgt insb.:

— Falls M entscheidbar ist, so ist auch L entscheidbar

— Falls M rekursiv aufzihlbar ist, so ist auch L rekursiv aufzidhlbar
Andersherum gilt auch:

— Falls L unentscheidbar ist, so ist auch M unentscheidbar

— Falls L nicht rekursiv aufzdhlbar ist, so ist auch M nicht rekursiv aufzéhlbar

Als Eselsbriicke kann man L <7 M lesen als “L ist leichter (oder genauso schwer)
wie M”. Wichtig ist insb. dass man, wenn man die Unentscheidbarkeit eines Problems
M zeigen will, man ein bekanntes schweres Problem (z.B. das Halteproblem) auf M
reduzieren muss, und nicht etwa M auf das Halteproblem (ein héufiger Fehler!).

Nun zu der eigentlichen Aufgabe:

a) Eine offensichtliche Moglichkeit ist R(w) = Ow. Dies ist offensichtlich berechen-
bar und offensichtlich hat auch Ow Lange 6 gdw. w Lénge 5 hat.

Da die Sprachen beide entscheidbar sind, kénnen wir auch die gesamte “Arbeit”
in der Reduktionsfunktion selbst machen und einfach eine Fallunterscheidung

machen:
R w) - {m falls [w| = 5

Uy sonst

wobei w1 ein beliebiges Wort mit Léange 6 ist und wy ein beliebiges Wort mit
Lange # 6, z.B. w1 = 000000 und us = 0.

b) Hier muss unsere Reduktionsfunktion fiir alle Eingaben ein Wort zuriickgeben,
das nicht in A liegt. Sei also u ein beliebiges Wort in {0, 1}*\ {A}. Dann ist die
konstante Funktion R(w) = u eine giiltige Reduktionsfunktion.

Dies geht natiirlich nur, falls A # {0,1}* ist. Falls A = {0,1}* ist, gilt 0 <p A
nicht.

¢) Wir beschreiben im folgenden informell, wie unsere Reduktionsfunktion R vor-
geht. Zunéchst priifen wir, ob unsere Eingabe w {iberhaupt ein giiltiges Regi-
stermaschinenprogramm ist. Falls nicht, ist offensichtlich w ¢ A und wir geben
einfach direkt wieder w zuriick (da dann auch w ¢ B ist).

Ansonsten priifen wir, welche Register iiberhaupt in dem Programm vorkommen.
Fiir jedes vorkommende Register i fiigen wir dann vorne an das Programm eine
Zuweisung der Form R; := 0 hinzu.

Dann ist klar, dass das urspriingliche Programm terminiert wenn alle Register
0 sind gdw. unser modifiziertes Programm unabhéngig vom initialen Registerin-
halt terminiert.

B <p A gilt ibrigens nicht: das Problem, zu entscheiden, ob ein gegebenes
Programm fiir alle Eingaben terminiert ist strikt schwieriger als zu entscheiden,
ob es fiir eine bestimmte Eingabe terminiert.



3) See this wikipedia article for a proof-sketch.


https://en.wikipedia.org/wiki/Counter_machine#Step_1:_A_Turing_machine_can_be_simulated_by_two_stacks.

