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Zusammenfassung der letzten

LV
A—>B A
— B MP
Axiome fiir die Aussagenlogik nach Frege und tukasiewicz
(1) A—(B—A)
(2) A=-(B—-0C)—=(A—=-B)— (A= 0))
(3) (A — -B) = (B — A)

v

Das Axiomensystem mit Inferenzregel MP ist vollstindig und korrekt fiir
die Aussagenlogik: A1,...,Ap =B gdw. A;,...,A,FB

’
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Konjunktive und Disjunktive Normalformen

Eine Wahrheitsfunktion f: {T,F}"” — {T,F} ist eine Funktion, die n
Wahrheitswerten einen Wahrheitswert zuordnet

v

Formel A ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn A eine
Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist

Formel A ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn A eine
Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist

Folgerung

Fiir jede Formel A existiert eine DNF D und eine KNF K, sodass
A=D =K gilt.
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Inhalte der Lehrveranstaltung

Einfiihrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Formales Beweisen, Konjunktive und
Disjunktive Normalformen

Einfiihrung in die Algebra

Boolesche Algebra, Universelle Algebra, Logische Schaltkreise

Einfiihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulare Sprachen, Kontextfreie Sprachen

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie
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und Sicherheit
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Algebraische Strukturen

Algebraische Strukturen

Definition (Algebra)

Eine Algebra A = (A1,...,Ap;01,...,0m) besteht aus
Tragern (oder Tragermengen) Ay, ..., A,

Operationen oy, ..., 0., auf den Tragern
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Algebraische Strukturen

Algebraische Strukturen

Definition (Algebra)

Eine Algebra A = (A1,..., A 01,...,0m) besteht aus
Tragern (oder Tragermengen) Ay, ..., A,

Operationen oy, ..., 0., auf den Tragern
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Algebraische Strukturen

Algebraische Strukturen

Definition (Algebra)

Eine Algebra A = (A1,...,Ap;01,...,0,) besteht aus
Tragern (oder Tragermengen) Ay, ..., A,

Operationen o1, ..., 0., auf den Tragern
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Algebraische Strukturen

Algebraische Strukturen

Definition (Algebra)
Eine Algebra A = (A1,...,Ap;01,...,0m) besteht aus
Tragern (oder Tragermengen) Ay, ..., A,

Operationen o1, ..., 0., auf den Tragern
Beispiel

Sei Algebra A = (A; e, a) mit A= {a, b, c,d} und e gegeben durch:

Q 0 T L|e
Q 0 T L|L
L Q O T|T
oL Q0|0
0O 0 o QfQ
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten
genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .
und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten
genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .
und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten
genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .
und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:

Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten
genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .
und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:

Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.
ETI - Woche 4 55/213
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten

genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .

und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.

Beispiel (Algebraische Ausdriicke)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d}

X1 a b e(x1,x) X1 ® X0 aeb ae(x3ea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten

genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .

und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.

Beispiel (Algebraische Ausdriicke)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d}

x1v  a b e(x1,x) X1 ® X0 aeb ae(x3ea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten

genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .

und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.

Beispiel (Algebraische Ausdriicke)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d}

xiv’ a/ b e(x1,x) X1 ® X0 aeb ae(x3ea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten

genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .

und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.

Beispiel (Algebraische Ausdriicke)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d}

xiv' a/ bX e(x1,x2) X1 ® X0 aeb ae(x3ea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten

genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .

und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.

Beispiel (Algebraische Ausdriicke)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d}

x1v/ av/ bX e(x,x)v xiex aeb ae(x3ea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten

genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .

und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.

Beispiel (Algebraische Ausdriicke)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d}

xiv' av/ bX e(xi,x2)v/ xiexo/ aeb ae(x3ea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten

genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .

und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.

Beispiel (Algebraische Ausdriicke)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d}

xiv' a/ bX e(xi,x2)v xiexa/ aebX ae(xzea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Algebraische Ausdriicke)

Sei A eine Algebra. Nullstellige Operationen werden auch Konstanten

genannt. Wir fixieren eine unendliche Menge von Variablen xi, xo, . . .

und definieren algebraische Ausdriicke einer Algebra A induktiv:
Konstanten und Variablen sind algebraische Ausdriicke.

Wenn Eq, ..., E, algebraische Ausdriicke und o eine Operation,
dann ist o(Eq, ..., E,) ein algebraischer Ausdruck.

Beispiel (Algebraische Ausdriicke)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d}

xiv' a/ bX e(xi,x2)v/ xiexa/ aebX ae(xzea)/
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Definition (Aquivalenz)

Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.
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Definition (Aquivalenz)

Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.
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Algebraische Strukturen

Definition (Aquivalenz)
Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.
e E und F sind dquivalent, wenn fiir alle Instanzen E’ und F’ deren
Auswertung in A iibereinstimmt (wobei gleiche Variablen durch gleiche

Werte ersetzt werden).
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Algebraische Strukturen

Definition (Aquivalenz)
Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.

e E und F sind dquivalent, wenn fiir alle Instanzen E’ und F’ deren
Auswertung in A iibereinstimmt (wobei gleiche Variablen durch gleiche
Werte ersetzt werden).

e Wenn E &dquivalent zu F ist, schreiben wir kurz E ~ F. )
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Algebraische Strukturen

Definition (Aquivalenz)

Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.

e E und F sind dquivalent, wenn fiir alle Instanzen E’ und F’ deren
Auswertung in A iibereinstimmt (wobei gleiche Variablen durch gleiche
Werte ersetzt werden).

e Wenn E &dquivalent zu F ist, schreiben wir kurz E ~ F.

Beispiel (Aquivalenz)

Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d} und e gegeben durch:
° ‘ a b c d
ala b ¢ d
b|b ¢ d a
clc d a ¢
d|d a b c
X1~ a X~ X10X) x; & ae(x1ea) ar ae(x;ea) Xx10x) A ae(x3ea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Aquivalenz)

Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.

e E und F sind dquivalent, wenn fiir alle Instanzen E’ und F’ deren
Auswertung in A iibereinstimmt (wobei gleiche Variablen durch gleiche
Werte ersetzt werden).

e Wenn E &dquivalent zu F ist, schreiben wir kurz E ~ F.

Beispiel (Aquivalenz)

Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d} und e gegeben durch:
° ‘ a b c d
ala b ¢ d
b|b ¢ d a
clc d a ¢
d|d a b c
X1~ aX X~ x10X0 X1 A ae(xjea) ar ae(x;ea) Xx10x) A ae(x3ea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Aquivalenz)

Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.

e E und F sind dquivalent, wenn fiir alle Instanzen E’ und F’ deren
Auswertung in A iibereinstimmt (wobei gleiche Variablen durch gleiche
Werte ersetzt werden).

e Wenn E &dquivalent zu F ist, schreiben wir kurz E ~ F.

Beispiel (Aquivalenz)

Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d} und e gegeben durch:
ela b c d
ala b c d
b|b ¢ d a
clc d a c
d|d a b c
xir~aXk xg R xjexpX x3 A~ ae(xjea) ar ae(x;0a)  xjexp A ae(xzea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Aquivalenz)

Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.

e E und F sind dquivalent, wenn fiir alle Instanzen E’ und F’ deren
Auswertung in A iibereinstimmt (wobei gleiche Variablen durch gleiche
Werte ersetzt werden).

e Wenn E &dquivalent zu F ist, schreiben wir kurz E ~ F.

Beispiel (Aquivalenz)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d} und e gegeben durch:

ela b c d
ala b c

b|b ¢ d a
clc d a c
d|d a b c

xR aXk x3 R xjexpX x &~ ae(xjea)y am ae(xjea)  xjexy ~ ae(xzea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Aquivalenz)

Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.

e E und F sind dquivalent, wenn fiir alle Instanzen E’ und F’ deren
Auswertung in A iibereinstimmt (wobei gleiche Variablen durch gleiche
Werte ersetzt werden).

e Wenn E &dquivalent zu F ist, schreiben wir kurz E ~ F.

Beispiel (Aquivalenz)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d} und e gegeben durch:

ela b c d
ala b c

b|b ¢ d a
clc d a c
d|d a b c

xir~aXk xg R xjexpX x &~ ae(xjea)y am ae(xjea)X xjex; ~ ae(xzea)
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Algebraische Strukturen

Definition (Aquivalenz)

Seien E und F algebraische Ausdriicke einer Algebra A.

e Ersetzen von Variablen in E durch Werte aus Trager liefert Instanz E’.

e E und F sind dquivalent, wenn fiir alle Instanzen E’ und F’ deren
Auswertung in A iibereinstimmt (wobei gleiche Variablen durch gleiche
Werte ersetzt werden).

e Wenn E &dquivalent zu F ist, schreiben wir kurz E ~ F.

Beispiel (Aquivalenz)
Sei Algebra A = (A;e,a) mit A= {a, b,c,d} und e gegeben durch:

ela b c d
ala b c

b|b ¢ d a
clc d a c
d|d a b c

xiRaX x3RxexpX x =~ ae(xjea)y/ am ae(x;ea)X xjexp A ae(xzea) X

v
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Algebraische Strukturen

Nullelement, neutrales Element, Inverses

Sei o eine binare Operation auf A
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Algebraische Strukturen

Nullelement, neutrales Element, Inverses

Sei o eine binare Operation auf A

e 0 € A heiBt Nullelement fiir o, wenn
firalleae Agilt aoc0=00a=0
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Algebraische Strukturen

Nullelement, neutrales Element, Inverses

Sei o eine binare Operation auf A

e 0 € A heiBt Nullelement fiir o, wenn
firalleae Agilt aoc0=00a=0

¢ 1 € A heiBt Einselement (neutrales Element) fiir o, wenn
firalleac Agilt aol=1ca=a
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Algebraische Strukturen

Nullelement, neutrales Element, Inverses

Sei o eine binare Operation auf A

e 0 € A heiBt Nullelement fiir o, wenn
firalleae Agilt aoc0=00a=0

e 1 € A heiBt Einselement (neutrales Element) fiir o, wenn
firalleac Agilt aol=1ca=a

e b € A heiBit Inverses von a, wenn 1 das neutrale Element fiir o und
aob=boa=1
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Nullelement, neutrales Element, Inverses
Sei o eine binare Operation auf A
e 0 € A heiBt Nullelement fiir o, wenn
firalleac Agilt ac0=00a=0
e 1 € A heiBt Einselement (neutrales Element) fiir o, wenn
firalleac Agilt aol=1ca=a

e b € A heiBit Inverses von a, wenn 1 das neutrale Element fiir o und
aob=boa=1

Bemerkung

Nullelement, Einselement, bzw. Inverses existieren nicht immer.
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Algebraische Strukturen

Nullelement, neutrales Element, Inverses
Sei o eine binare Operation auf A
e 0 € A heiBt Nullelement fiir o, wenn
firalleae Agilt aoc0=00a=0
e 1 € A heiBt Einselement (neutrales Element) fiir o, wenn
firalleac Agilt aol=1ca=a

e b € A heiBit Inverses von a, wenn 1 das neutrale Element fiir o und
aob=boa=1

Bemerkung

Nullelement, Einselement, bzw. Inverses existieren nicht immer.

Beispiel (Algebra A beziiglich e)

Nullelement: X Einselement: a  Inverses von a/b/c/d ist a/d/c/b
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Algebraische Strukturen

Eigenschaft des neutralen Elements
Jede biniare Operation hat maximal ein neutrales Element I
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Algebraische Strukturen

Eigenschaft des neutralen Elements

Jede biniare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.
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Algebraische Strukturen

Eigenschaft des neutralen Elements

Jede biniare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.

Sei o eine bindre Operation auf der Menge A
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Algebraische Strukturen

Eigenschaft des neutralen Elements

Jede biniare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.

Sei o eine bindre Operation auf der Menge A

Angenommen e und v sind neutrale Elemente fiir o
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Algebraische Strukturen

Eigenschaft des neutralen Elements

Jede biniare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.

Sei o eine bindre Operation auf der Menge A

Angenommen e und v sind neutrale Elemente fiir o

Wir zeigen, dass e = u

e=eou da u Einselement

=u da e Einselement
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Algebraische Strukturen

Eigenschaft des neutralen Elements

Jede biniare Operation hat maximal ein neutrales Element

Beweis.

Sei o eine bindre Operation auf der Menge A

Angenommen e und v sind neutrale Elemente fiir o

Wir zeigen, dass e = u

e=eou da u Einselement

=u da e Einselement
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Algebraische Strukturen

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Sei A = (A; o) eine Algebra. Dann heiBt
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Algebraische Strukturen

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Sei A = (A; o) eine Algebra. Dann heiBt

e (A; o) Halbgruppe, wenn o assoziativ
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Algebraische Strukturen

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Sei A = (A; o) eine Algebra. Dann heiBt

e (A; o) Halbgruppe, wenn o assoziativ
e (A;0,1) Monoid, wenn (A; o) eine Halbgruppe mit Einselement 1
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Algebraische Strukturen

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Sei A = (A; o) eine Algebra. Dann heiBt

e (A; o) Halbgruppe, wenn o assoziativ

e (A;0,1) Monoid, wenn (A; o) eine Halbgruppe mit Einselement 1

e (A;0,1) Gruppe, wenn (A;0,1) ein Monoid ist und jedes Element
ein Inverses hat
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Algebraische Strukturen

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Sei A = (A; o) eine Algebra. Dann heiBt

e (A; o) Halbgruppe, wenn o assoziativ

e (A;0,1) Monoid, wenn (A; o) eine Halbgruppe mit Einselement 1

e (A;o,1) Gruppe, wenn (A;o,1) ein Monoid ist und jedes Element
ein Inverses hat

Eine Halbgruppe, ein Monoid bzw. eine Gruppe heiBen kommutativ,
wenn o kommutativ ist.
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Algebraische Strukturen

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Sei A = (A; o) eine Algebra. Dann heiBt

e (A; o) Halbgruppe, wenn o assoziativ

e (A;0,1) Monoid, wenn (A; o) eine Halbgruppe mit Einselement 1

e (A;o,1) Gruppe, wenn (A;o,1) ein Monoid ist und jedes Element
ein Inverses hat

Eine Halbgruppe, ein Monoid bzw. eine Gruppe heiBen kommutativ,
wenn o kommutativ ist.

Beispiel (Algebra A)

e ist nicht assoziativ, da z.B. de (de d) # (ded) ed
— (A, o) ist keine Halbgruppe

— (A, e, a) ist kein Monoid

— (A, e, a) ist keine Gruppe

e ist nicht kommutativ, da z.B. ced # d e c

y
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Algebraische Strukturen

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Sei A = (A; o) eine Algebra. Dann heiBt
e (A; o) Halbgruppe, wenn o assoziativ
e (A;0,1) Monoid, wenn (A; o) eine Halbgruppe mit Einselement 1
e (A;0,1) Gruppe, wenn (A;0,1) ein Monoid ist und jedes Element
ein Inverses hat
Eine Halbgruppe, ein Monoid bzw. eine Gruppe heiBen kommutativ,
wenn o kommutativ ist.

e Halbgruppe: (N, +) (N, x) (Q\ {0}, x)
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Algebraische Strukturen

Eigenschaft des Inversen

Wenn A = (A;0,1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig
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Wenn A = (A;0,1) ein Monoid ist, dann ist das Inverse eindeutig
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b=bol 1 ist neutrales Element
=bo(aoc) c ist Inverses von a
=(boa)oc Assoziativitdt von o
=1loc b ist Inverses von a
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Algebraische Strukturen

Ringe und Korper

Definition (Ring)
Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heiBt Ring, wenn
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Algebraische Strukturen

Ringe und Korper

Definition (Ring)
Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heiBt Ring, wenn
(A; +,0) eine kommutative Gruppe
(A; -, 1) ein Monoid
- distribuiert iiber + (von links und von rechts),
das heiBt fiir alle a, b, c € A gilt:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (b+c)-a=(b-a)+(c-a)
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Ringe und Korper

Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heiBt Ring, wenn
(A; +,0) eine kommutative Gruppe
(A; -, 1) ein Monoid
- distribuiert iiber 4+ (von links und von rechts),
das heiBt fiir alle a, b, c € A gilt:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (b+c)-a=(b-a)+(c-a)

Definition (Korper)

Eine Algebra A = (A; +,-,0,1) heiBt Korper, wenn
A ein Ring
(A\ {0};-,1) eine kommutative Gruppe

4
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Boolesche Algebra

Definition (Boolesche Algebra)
Eine Algebra B = (B;+,+,7,0,1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
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Boolesche Algebra

Definition (Boolesche Algebra)
Eine Algebra B = (B;+,+,7,0,1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
(B;+,0) und (B; -, 1) sind kommutative Monoide

Die Operationen + und - distribuieren iibereinander. Es gilt also fiir
alle a, b, c € B:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+(b-c)=(a+b)-(a+c)
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Definition (Boolesche Algebra)
Eine Algebra B = (B;+,+,7,0,1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
(B;+,0) und (B;-,1) sind kommutative Monoide

Die Operationen + und - distribuieren iibereinander. Es gilt also fiir
alle a, b, c € B:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+(b-c)=(a+b)-(a+c)

Fiir alle a € B gilt
ata=1 a-a=20

Das Element 3 heiBt das Komplement oder die Negation von a

<

Konventionen

e Wir lassen - oft weg und schreiben ab statt a-b

e Wir verwenden die folgende Priazedenz:
Komplement () bindet am starksten, und - bindet starker als +
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Boolesche Algebra

Definition (Boolescher Ausdruck)

Sei eine unendliche Menge von Variablen x{, xo, ... gegeben; diese
Variablen heiBen Boolesche Variablen
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Definition (Boolescher Ausdruck)
Sei eine unendliche Menge von Variablen x{, xo, ... gegeben; diese
Variablen heiBen Boolesche Variablen
Wir definieren Boolesche Ausdriicke induktiv:
0, 1 und Boolesche Variablen sind Boolesche Ausdriicke
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Boolesche Algebra

Definition (Boolescher Ausdruck)

Sei eine unendliche Menge von Variablen x{, xo, ... gegeben; diese
Variablen heiBen Boolesche Variablen

Wir definieren Boolesche Ausdriicke induktiv:
0, 1 und Boolesche Variablen sind Boolesche Ausdriicke
Wenn A und B Boolesche Ausdriicke sind, dann sind

A (A-B) (A+B)

Boolesche Ausdriicke

Beispiel
Die folgenden Ausdriicke sind Boolesche Ausdriicke:

X1 Xp X1+X2 X1-Xp Xp- (X1 + X2) X1(X1 +X2) X1(X1 + X2)
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Boolesche Algebra

Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}
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Wir betrachten die Algebra
(P(M);u,n,~, @, M)
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
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Wir betrachten die Algebra
(P(M);u,n,~, @, M)

U die Mengenvereinigung
N die Schnittmenge
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra
(P(M);u,n,~, @, M)

U die Mengenvereinigung
N die Schnittmenge
~ die Komplementiarmenge (beziiglich M)
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra
(P(M);u,n,~, @, M)

U die Mengenvereinigung
N die Schnittmenge
~ die Komplementiarmenge (beziiglich M)
Diese Algebra nennt man Mengenalgebra.

<
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Boolesche Algebra

Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra
(P(M);u,n,™, @, M)

U die Mengenvereinigung
N die Schnittmenge
~ die Komplementiarmenge (beziiglich M)
Diese Algebra nennt man Mengenalgebra.

<

Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra
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Binare Algebra

Sei B :={0,1}, wobei 0,1 € N
Wir betrachten die Algebra
<B, +7 '777 07 1)

wobei die Operationen +, -, wie folgt definiert:
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Boolesche Algebra

Binare Algebra

Sei B := {0,1}, wobei 0,1 € N

Definition

Wir betrachten die Algebra
<B;+7'777071>
wobei die Operationen +, -, wie folgt definiert:
+/1 0 10 -
111 11 0 110
0|11 0 0(0 O 0|1
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Boolesche Algebra

Binare Algebra

Sei B := {0,1}, wobei 0,1 € N

Definition
Wir betrachten die Algebra

(B; +,-,7,0,1)
wobei die Operationen +, -, wie folgt definiert:

10 10 -
11 1|1 0
10

OI—‘+

Diese Algebra nennt man binare Algebra
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Boolesche Algebra

Binare Algebra

Sei B :={0,1}, wobei 0,1 € N
Definition
Wir betrachten die Algebra

<B, +7 '777 07 1)
wobei die Operationen +, -, wie folgt definiert:

10 10 -
11 1|1 0
10

OI—‘+

Diese Algebra nennt man binare Algebra

y

Die binire Algebra ist eine Boolesche Algebra l
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Boolesche Algebra

Sei Frm die Menge der aussagenlogischen Formeln

Definition
Wir betrachten die Algebra Frm

(Frm; Vv, A\, —, False, True)

Wobei die Zeichen wie in der Aussagenlogik interpretiert werden
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Boolesche Algebra

Sei Frm die Menge der aussagenlogischen Formeln

Definition
Wir betrachten die Algebra Frm

(Frm; Vv, A\, —, False, True)

Wobei die Zeichen wie in der Aussagenlogik interpretiert werden

Die Algebra Frm ist eine Boolesche Algebra I
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist

e ANB:={x€ Aund x € B}

e AUB:={x € Aoder x € B}

e AxB:={(x,y)|x€Aund x € B}

o A" :={(x1,...,%n) | X1,...,%s € A}

e A:={x€ Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

y
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist
e ANB:={x€ Aund x € B}
e AUB:={x € Aoder x € B}
e AxB:={(x,y)|x€Aund x € B}
o A" :={(x1,...,%n) | X1,...,%s € A}
e A:={x€ Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

Seien A= {a,b,c,d}, B={a,d, e}

°
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist
e ANB:={x€ Aund x € B}
e AUB:={x € Aoder x € B}
e AxB:={(x,y)|x€Aund x € B}
o A" :={(x1,...,%n) | X1,...,%s € A}
e A:={x€ Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

Seien A= {a,b,c,d}, B={a,d, e}
P(A) ={2,{a},{b},{c},{d},{a, b},...,{a,b,c,d}}
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist
e ANB:={x€ Aund x € B}
e AUB:={x € Aoder x € B}
e AxB:={(x,y)|x€Aund x € B}
o A" :={(x1,...,%n) | X1,...,%s € A}
e A:={x€ Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

Seien A= {a,b,c,d}, B={a,d, e}

P(A) = {@, {a}, {b}, {c},{d},{a,b},...,{a,b,c,d}}
AN B ={a,d}
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist
e ANB:={x€ Aund x € B}
e AUB:={x € Aoder x € B}
e AxB:={(x,y)|x€Aund x € B}
o A" :={(x1,...,%n) | X1,...,%s € A}
e A:={x€ Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

Seien A= {a,b,c,d}, B={a,d, e}
P(A) ={2,{a},{b},{c},{d},{a, b},...,{a,b,c,d}}

e ANB = {a,d}

e AUB=1{a,b,c,d, e}
o AXB=

o A—

e B—
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist
e ANB:={x€ Aund x € B}
e AUB:={x € Aoder x € B}
e AxB:={(x,y)|x€Aund x € B}
o A" :={(x1,...,%n) | X1,...,%s € A}
e A:={x€ Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

Seien A= {a,b,c,d}, B={a,d, e}
P(A) ={2,{a},{b},{c},{d},{a, b},...,{a,b,c,d}}

e ANB = {a,d}

e AUB=1{a,b,c,d, e}

* Ax B={(aa),(a,d)(a,e€)(b,a),...,(c e)(d,a),(d. d),(d,e)}
e A=

e B=
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist
e ANB:={x€ Aund x € B}
e AUB:={x € Aoder x € B}
e AxB:={(x,y)|x€Aund x € B}
o A" :={(x1,...,%n) | X1,...,%s € A}
e A:={x€ Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

Seien A= {a,b,c,d}, B={a,d,e} und M ={a,b,c,d, e, f}.
P(A) ={2,{a},{b},{c},{d},{a, b},...,{a,b,c,d}}

e ANB ={a,d}

e AUB=1{a,b,c,d, e}

* AxB={(a a),(a,d)(a,e€)(b,a),...,(c e)(d,a),(d, d),(d,e)}
e A=

e B=
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist

ANB:={x€ Aund x € B}

AUB :={x € Aoder x € B}

Ax B:={(x,y)| x € Aund x € B}

A" = {(x1,.. ., Xn) | X1,...,%Xs € A}

A:={x € Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

Seien A= {a,b,c,d}, B={a,d,e} und M ={a,b,c,d, e, f}.
P(A) ={2,{a},{b},{c},{d},{a, b},...,{a,b,c,d}}

e ANB ={a,d}

e AUB=1{a,b,c,d, e}

* AxB={(a a),(a,d)(a,e€)(b,a),...,(c e)(d,a),(d, d),(d,e)}
O é: {ev f}

e B =
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Mengenoperationen

Seien A und B Mengen. Dann ist
e ANB:={x€ Aund x € B}
e AUB:={x € Aoder x € B}
e AxB:={(x,y)|x€Aund x € B}
o A" :={(x1,...,%n) | X1,...,%s € A}
e A:={x€ Mund x ¢ A}, wobei M meist global gegeben ist.

Seien A= {a,b,c,d}, B={a,d,e} und M ={a,b,c,d, e, f}.

P(A) ={2,{a}, {b},{c},{d},{a,b},...,{a,b,c,d}}

ANB = {a,d}

AUB ={a,b,c,d,e}

Ax B={(a,a),(a,d),(a e),(b,a),...,(c.e),(d,a),(d,d),(d,e)}
A={e f}

B ={b,c,f}

E——————- AR AbbBBBA—AsMltS M i EEEEEBBBEEBBBEEEEE R
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