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Zusammenfassung der letzten LV

Satz

Seien F, G Boolesche Ausdriicke (in den Variablen x1, ..., xn)
Seien f: B" — B, g: B" — B ihre Booleschen Funktionen

Dann gilt F =~ G in allen Booleschen Algebren gdw. f = g in der Algebra
der n-stelligen Booleschen Funktionen

Folgerung

e Aquivalenzen von Booleschen Ausdriicken gelten (per Definition) fiir
alle Booleschen Algebren

e Um diese Aquivalenzen zu iiberpriifen geniigt (nach obigem Satz)
der Test in der Algebra der n-stelligen Booleschen Funktionen
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Definition (Gleichung)
Eine Gleichung iiber der Signatur F ist ein Paar s =~ t von Termen

Sei E eine Menge von Gleichungen
Definition (Gleichungslogik)

Ers~t ErFtxu

] EFtxt [t] Ers~u
EFsx~t EFs~t . N
(] EFt~s il El_a(s)za(t)aeme Substitution
sxctekE EFrssi=ty ... EbFsy=t,
[a] EbFs~t kK] EFf(siy...,sn) =~ f(t1,...,tn)
Frage

Wie zeigt man E /s =~ t?
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Inhalte der Lehrveranstaltung

Einfiihrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Formales Beweisen, Konjunktive und
Disjunktive Normalformen

Einfiihrung in die Algebra

Boolesche Algebra, Universelle Algebra, Logische Schaltkreise

Einfiihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulire Sprachen, Kontextfreie Sprachen

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie

Algorithmisch unlosbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen

Einfiihrung in die Programmuverifikation

Prinzipien der Analyse von Programmen, Verifikation nach Hoare, Verschliisselung
und Sicherheit
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Gleichungen fiir Boolesche Ausdriicke

Beispiel
Wir betrachten die folgende Signatur
F= {+7 'a_707 1}

sodass
o Stelligkeit von 0, 1ist 0
o Stelligkeit von ~ist 1
o Stelligkeit von +, - ist 2

V={xy,...}
Wir betrachten die Gleichungen E
(x+y)+zmx+(y+z) X+x~1 x+xmx

Dann gilt E+ 1+ x ~ 1 (néchste Folie)
Dann gilt E I/ x + 1 ~ 1 (diese Vorlesung)
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Beispiel (Fortsetzung)
Zunachst betrachten wir die folgende ,, Herleitung" der Gleichung:
Ix = (Xx)+x =X+ (x +x) X+ x ~ 1

Formal in der Gleichungslogik:

@ @
EFl14+x~(X+x)+x EF (X+x)+x=1
EFl+x~1 [t
Wir betrachten @:
X+x~1lecE [a]
EFXx+x=1 [s

I Erxax M

[k]

EF1~X+x
EF1+x=~(X+x)+x

Wir skizzieren @:

E b (X4x)+x ~ X+(x+x)  EF x+(x+x) ~ 1
EF (X+x)+x=~1

[t]
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Semantische Konsequenz

Vollstandigkeit und Korrektheit der Gleichungslogik
Frage
Ist die Gleichungslogik korrekt?

Sind (zum Beispiel) alle Schlussfolgerungen aus den Gesetzen der
Booleschen Algebra wirklich Aquivalenzen von Booleschen Ausdriicken?

Ist die Gleichungslogik vollstandig?

Kann (zum Beispiel) jede Aquivalenz von Booleschen Ausdriicken mit dem
Kalkiil der Gleichungslogik hergeleitet werden?

Satz (Satz von Birkhoff)
Fiir beliebige Terme s, t gilt E |=s~t gdw. Et s~ t.

Folgerung
Die Gleichungslogik ist vollstindig und korrekt.
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Semantische Konsequenz

Semantische Konsequenz

Definition
Eine Algebra A iiber der Signatur F setzt sich zusammen aus:
Einer Tragermenge A und

einer Abbildung, die jedem Funktionssymbol f € F mit Stelligkeit n
eine Funktion fA: A" — A zuordnet.

Beispiel
Signatur F = {4, 7, 1}. Algebra A = ({0,1}, +4, =4, 14) iiber F mit
+4]0 1 A 14 |
001 0|1 1
1 |11 1|1
Bemerkung

eine Algebra A iiber einer Signatur ist eine Algebra
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Semantische Konsequenz (cont'd)
Definition
e Sei A eine Algebra (iiber der Signatur F)

e Sei s &~ t eine Gleichung (iiber der Signatur F). Sind s und t
dquivalent in der Algebra A (siehe Woche 4), schreiben wir

AlEs~t.
Beispiel
Sei A = ({0,1}, +4, 74, 14) eine Algebra mit
+4]0 1 —A | 14 |
0 |0 1 0|1 1
1 |1 1 1|1

Danngilt AE(x+y)+z=x+(y+2), AEX+x=1, AEXx+x=x.
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Semantische Konsequenz

Semantische Konsequenz (cont'd)

Definition
o Sei A eine Algebra (iiber der Signatur F)

e Sei s &~ t eine Gleichung (iiber der Signatur F). Sind s und t
dquivalent in der Algebra A (siehe Woche 4), schreiben wir

AlEs~t.
Beispiel
Sei B = ({0,1}, +5,7B 15) eine Algebra mit
+510 1 5| 15 |
0 |0 O 0|1 1
1 ]1 1 11

Danngilt Bl= (x+y)+z=x+(y+2z), BEX+x~1, BEx+x~x.
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Semantische Konsequenz (cont'd)
Definition
e Sei A eine Algebra (iiber der Signatur F)

e Sei s &~ t eine Gleichung (iiber der Signatur F). Sind s und t
dquivalent in der Algebra A (siehe Woche 4), schreiben wir

AlEs~t.
Beispiel
Sei C = ({0,1}, +¢,7¢,1€) eine Algebra mit
+¢]0 1 | 1€ |
00 0 01 1
1|11 1 110

Danngilt Cl= (x+y)+zrx+(y+2), C EXx+x~1, CEXx+x=x
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Semantische Konsequenz

Semantische Konsequenz (cont'd)
Definition
Sei E eine Menge von Gleichungen (iiber der Signatur F)

e Eine Algebra A heit Modell von E,
wenn A = s ~ t fiir jede Gleichung s~t € E

e Gleichung s ~ t ist semantische Konsequenz von E EEs~t

wenn folgende Implikation gilt:
Wenn A Modell von E, dann A s~ t.

e Die Frage ob E =5 & t heiBt auch das Wortproblem

Beispiel (Fortsetzung)
Sei E die Menge an Gleichungen:

(x+y)+zxx+(y+2) X+x~1 X+ x ~ x
o A ist Modell von E e B ist Modell von E e C ist nicht Modell von E
o Ej=x+1~1(da B Modell von E, aber B}~ x+1~1)
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Logische Schaltkreise oder Schaltnetze

Logische Schaltkreise oder Schaltnetze

Definition
Sei B = {0,1}. Wir betrachten die Algebra
<B; =+, '7_5 07 1>
wobei die Operationen +, -, ~ wie folgt definiert sind:

§:E>7x+y §:} xy x4‘>077

Diese Algebra ist eine Boolesche Algebra und heiBt Schaltalgebra.

Definition

e Ein logischer Schaltkreis (Schaltnetz) ist ein algebraischer Ausdruck
der Schaltalgebra

e Die Operationen +, -, — werden mit logischen Gattern ausgedriickt
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Schaltfunktionen
Definition
Sei Abb die Menge der Abbildungen von B" nach B™ wir betrachten
(Abb; +,-,7,(0,...,0),(1,...,1))

(0,...,0) und (1,...,1) sind konstante Funktionen

4+, -, ~ sind punktweise definiert
Diese Algebra nennt man Algebra der n-stelligen Schaltfunktionen
Satz

Seien A, B logische Schaltkreise (in den Variablen xi, . .., x,)
Seien f: B" — B, g: B" — B ihre Schaltfunktionen

Dann gilt A~ B in der Schaltalgebra gdw. f = g in der Algebra der
n-stelligen Schaltfunktionen.
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Logische Schaltkreise oder Schaltnetze

Vereinfachen von Schaltnetzen (Halbaddierer)
Beispiel

o Der Ubertrag carry(a, b) =1 gdw. a=1und b = 1;
also carry(a, b) = ab

e Der Summand summand(a, b) =1 gdw. a =0 und b =1 gilt
oder a =1 und b = 0; also summand(a, b) = ab + ab

AL D— N

Xy + Xy
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Logische Schaltkreise oder Schaltnetze

Beispiel (cont'd)

ab+ ab = (ab+ a)(ab+ b) Distributivgesetz
= (a+ab)(b + ba) +, - kommutativ
= (a+ab)(b+ ba) Involutionsgesetz
= (a+ b)(b+2) Absorptionsgesetz (2x)
=(a+ b)(a+b) + kommutativ
= (a+ b)ab Gesetz von de Morgan
Xy
x (x+y)()
y——o
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Logische Schaltkreise oder Schaltnetze

Definition (Minimale DNF)

e Eine minimale DNF D eines Booleschen Ausdruckes A ist eine DNF
von A mit minimaler Anzahl von Konjunktionen

e Wenn zwei DNFs von A die gleiche Anzahl von Konjunktionen
haben, ist die DNF mit minimaler Anzahl von Literalen minimal

Definition (Minimale KNF)

e Eine minimale KNF K eines Booleschen Ausdruckes A ist eine KNF
von A mit minimaler Anzahl von Disjunktionen

e Wenn zwei KNFs von A die gleiche Anzahl von Disjunktionen
haben, ist die KNF mit minimaler Anzahl von Literalen minimal

Folgerung
Jeder Boolesche Ausdruck hat eine dquivalente minimale DNF bzw.
aquivalente minimale KNF
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Alphabete und Worter
Definition (Alphabet)

Ein Alphabet ¥ ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen
(Buchstaben)

Beispiel

e ¥ = {0, 1} ist das bindre Alphabet
e ¥ ={a,b,...,z}, die Menge lateinischer Kleinbuchstaben
e die Menge der (druckbaren) ASCII-Zeichen

Definition (Wort)

e Ein Wort (eine Zeichenreihe, ein String) ist eine endliche Folge von
Symbolen iiber einem Alphabet ©

e Das Leerwort wird mit € bezeichnet
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Worter und Wortlange

Beispiel
Die Symbolkette 01101 ist ein Wort iiber dem Alphabet {0,1}
Konvention

e Buchstaben werden mit a, b, ¢, ... bezeichnet

e Worter werden mit ..., w, x, y, z bezeichnet

e c&ZY

Definition (Wortlange)

e Die Lange eines Wortes w ist die Anzahl der Buchstaben in w
e Die Lange von w wird mit |w| notiert

e Das Leerwort € hat die Lange 0
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k + *
YL X

Definition
e Definiere ¥ als die Menge Yk
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen
e Y =3lUux?U--- ¥+
e Y =31 U{e} iy
Beispiel
Sei ¥ = {0,1}. Dann ist
. 70 = {¢}
e ¥t =1{0,1}

e ¥2=1{00,01,10,11}
» ¥3 = {000, 001,010,011,100,101,110,111}
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Alphabete und Warter

Konkatenation

Definition

Seien x, y Worter.

Wir schreiben x - y (oft auch xy) fiir die Konkatenation von x und y.
Sei x =ajax---am, y = biby--- b,, dann ist

X-y=aia---ambib-- by
Beispiel
e Seien x = 01101 und y =110
e Dannist x-y =01101110 und y - x = 11001101

Lemma

e Die Konkatenation ist assoziativ
e Das Leerwort € ist ein neutrales Element fiir die Konkatenation
o Die Algebra (¥*;-,€) ist ein Monoid (genannt: Wortmonoid)
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