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Zusammenfassung der letzten LV

Definition
Eine Registermaschine (RM) R ist ein Paar R = ((x;)1<i<n, P) sodass
(xi)1<i<n Sequenz von Registern x;, die natiirliche Zahlen beinhalten

P ein Programm

Befehle:
xi:=x;+1
xi =x;j—1

while x; # 0 do P; end

Satz
Jede partielle Funktion f: N — N, die berechenbar auf einer RM ist, ist
auf einer TM berechenbar und umgekehrt.
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Inhalte der Lehrveranstaltung

Einflihrung in die Logik
Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Formales Beweisen, Konjunktive und
Disjunktive Normalformen

Einflihrung in die Algebra
Boolesche Algebra, Universelle Algebra, Logische Schaltkreise

Einfiihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulire Sprachen, Kontextfreie Sprachen

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie
Algorithmisch unlosbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen

Einfiihrung in die Programmuverifikation

Prinzipien der Analyse von Programmen, Verifikation nach Hoare, Verschliisselung
und Sicherheit
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Prinzipien der Analyse von Programmen

Wozu Programmuverifikation

HZ (IF1)
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Fehler in der
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USD 370
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(Denver)
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Millionen
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Prinzipien der Analyse von Programmen
Begutachtung

e Code wird von adhnlich qualifizierten Programmierern kontrolliert

e subtile Fehler werden leicht tibersehen

Testen

e dynamische Technik, bei der das Programm ausgefiihrt wird

e Wie wird die richtige Testumgebung geschaffen?

Formal Methoden

e statische Technik, Eigenschaft von Programm wird formal bewiesen
e Vorteile

o friihe Integration der Verifikation in die Softwareentwicklung
o effektiv (hohere Erkennensrate von Fehlern als andere Methoden)
o effizient (im Besonderen wenn automatisierbar)

HZ (IF1) ETI - Woche 12 188/216



Préadikatenlogik

Pradikatenlogik
Pradikatenlogik (informell)

e Die Pradikatenlogik ist eine Logik, deren Ausdruckskraft iiber die
der Aussagenlogik weit hinausgeht

e Die wichtigste Erweiterung sind Pradikatensymbole

e Pradikatensymbole erlauben es uns, iiber Elemente einer Menge
Aussagen zu treffen

Sprache einer Pradikatenlogik

Im Allgemeinen wird eine Pradikatenlogik durch eine Sprache
beschrieben, diese Sprache enthilt:
Funktionssymbole und Pridikatensymbole (mit Stelligkeit)
Variablen
= ,,AV,—, V.4
N~ e — o~

Gleichheit  jynktoren Quantoren
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Préadikatenlogik

Definition
Ein Ausdruck der mit Hilfe von Variablen und Funktionssymbolen
gebildet wird, heiBt Term.

Beispiel
Seien 0,1,2,... Konstanten (Funktionssymbole) und + ein
Funktionssymbol mit Stelligkeit 2. Dann sind 0, 0+ 1, (04 1) + 2 Terme.

Definition

Sei P ein Pradikatensymbol mit Stelligkeit n und seien ti,...,t, Terme.
Wir nennen Ausdriicke P(t,...,t,) und t; = t, Atome.

Beispiel

e Sei 7 eine Konstante und ist_prim ein Pradikatensymbol.

e Dann ist ist_prim(7) ein Atom.
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Préadikatenlogik

Zusicherungen

Definition
Wir definieren Zusicherungen induktiv:
Atome sind Zusicherungen

Wenn A und B Zusicherungen sind, dann sind auch die folgenden
Ausdriicke, Zusicherungen:

~A (AAB) (AVB) (A B)

Konvention
Zusicherungen werden Formeln genannt

Definition
Interpretationen Z werden verwendet, um den Ausdriicken der

Pradikatenlogik eine Bedeutung zu geben.
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Préadikatenlogik

Wahrheit einer Zusicherung
Beispiel

e Betrachte Konstante 7, Pradikatsymbol ist_prim, Funktionssymbol +
e Interpretation Z legt z.B. fest, dass

e 7 als die Zahl sieben zu verstehen ist,
e ist_prim(n) genau dann wahr ist, wenn n eine Primzahl,
e -+ die Addition in den natiirlichen Zahlen ist.

Beobachtung

Durch Interpretationen wird die Bedeutung von Atomen fixiert.

Ist die Bedeutung der Atome durch Z fixiert, wird der Wahrheitswert
einer Formel durch die Bedeutung der Junktoren bestimmt.

Beispiel
In der Interpretation Z wird die Formel ist_prim(x) A x = 7 wahr,
ist_prim(x + x) A x = 7 aber falsch.
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Préadikatenlogik

Definition
Sei 7 eine Interpretation und F eine Formel. Wir schreiben Z = F, wenn
die Formel F in der Interpretation Z wahr ist.

Beispiel

Es gilt Z = x =7 — ist_prim(x), aber Z [~ ist_prim(x) — x = 7.

Definition

Die Konsequenzrelation A = B gilt, gdw. fiir alle Interpretationen Z:
Z = Aimpliziert Z = B

Im Folgenden schrinken wir Z auf die natiirliche Interpretation ein, d.h.

die Symbole werden interpretiert wie erwartet.

Beispiel
x1>4Ex1+1>5vV x1>4FExi+1>4v x3>4FEx>5KX
xi+1>5Fx1 >4V xi+1>4Ex1>4X x1>5FEx >4V
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Hoare-Tripel

Definition

e Sei P ein while-Programm (ein Programm einer Registermaschine)

Seien @ und R Zusicherungen

Ein Hoare-Tripel ist wie folgt definiert:

{Q} PR}

Q wird Vorbedingung

R wird Nachbedingung genannt

Beispiel
{x1 >4} xy :=x1 +1 {xg > 5} ist ein Hoare-Tripel.
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Verifikation nach Hoare

Definition

e Ein Hoare-Tripel {Q} P {R} ist wahr, wenn:
Wenn die Vorbedingung @ vor der Ausfiihrung von P gilt, dann gilt
die Nachbedingung R nach der Ausfiihrung von P.

e Wenn {Q} P {R} wahr, dann ist P korrekt in Bezug auf Q und R.
e Dann sagen wir auch P ist partiell korrekt.
e P ist total korrekt, wenn partiell korrekt und terminierend.

Beispiel
Die folgenden Hoare-Tripel

{x1 >4} x1 :=x1 +1{x1 > 5} {x2 =0} x2:=x2 — 1 {x2 =0}

sind wahr und die jeweiligen Programme total korrekt.
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Verifikation nach Hoare

Hoare-Kalkil
Definition
Die Regeln des Hoare-Kalkiil sind wie folgt definiert:
@IPIRY o o
Qo ghx—t{@ 9 [y p(ry PHOEORER
{Q} PL{R} {R} P {S} 8 {IAB} P{l} ]
(Q} Pi; P, {S} " 117 while Bdo Pend {1 A-B}

Satz
Ist ein Hoare-Tripel in diesem Kalkiil ableitbar, dann ist es wahr.

Beispiel

[2]
{xt +1>5} x1 :=x; +1 {xq > 5}
4 1>5
{x1 >4} xg :=x1 +1 {x >5} [al,x1 >4 FEx1+1>
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Verifikation nach Hoare

Beispiel
Wir betrachten das folgende while-Programm P:
while x; # 0 do
x1:=x1—1
end

und zeigen {x; > 0} P {x; =0}

{x1—=120} x3:=x1 — 1 {x3 >0} 2
{x1 20Ax1 #0} xy :=x1 — 1 {x3 = 0}

{x1 20} P{x1 >20Ax3 =0} ]
{x1 20} P {xg =0}

[a]
[w]

wir verwenden:
x120Ax1=0Fx1=0
die Schleifeninvariante x; > 0
x120Ax1#0FEx—12>0

HZ (IF1) ETI - Woche 12 197/216



Automatisierung von Verifikationstechniken

Frage

Kann Verifikation vollstdndig automatisiert werden?

Antwort
Nein
e fiir totale Korrekheit muss Termination nachgewiesen werden

e Termination ist ein unentscheidbares Problem (Halteproblem)

Frage
Was tun?

Antwort
e Termination per Hand beweisen, oder

e der Verifikator fiir Termination ist partiell
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Automatisierung

Bemerkung
Termination von (imperativen) Programmen wird von folgenden Tools

untersucht:
AProVE, COSTA, Julia, SPEED, Terminator, TTT5, ...

Bemerkung

Es konnen auch andere (unentscheidbare) Eigenschaften von (manchen)
Programmen automatisch verifiziert werden, etwa der Speicherbedarf, die
Effizienz, etc.

AProVE, COSTA, LOOPUS, RaML, SPEED, TT, ...

Nebenbemerkung
Diese Tools miissen natiirlich unvollstandig sein.
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Plananderung

Letzte Vorlesung

Mittwoch, 28.01.2015, 12:15-14:00, HS A
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