M universitat
™ innsbruck

Bowwa.

EinfUhrung in die Theoretische Informatik

David Drexel Alexander Maringele
Julian Fodor David Obwaller
Alexander Lochmann Jonas Schopf

Georg Moser

cbr.uibk.ac.at


cbr.uibk.ac.at

M universitat
™ innsbruck

Zusammenfassung



Zusammenfassung der letzten LVA

Eine Gleichung Uber der Signatur F ist ein Paar s ~ t von Termen

Sei E eine Menge von Gleichungen (oder Identitaten)

Definition (Gleichungslogik)

SR EFs~t
[r] EFtxt [s] EFt~s
Ebsx~t Eft~u swtek
[t] El-seiwy [a] EFs~t
EFs~t . o
[l EFo(s)~a(t) o eine Substitution
E}_S]_%t]_ El_sn%tn

[k] E'_f(S]_,...,Sr))%f(tl,...,tn)
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Beispiel (Wiederholung)
Wir betrachten die Menge der Identitaten E

O+x~x  s(X)+y =~ s(x+y)
Dann gilt E - s(s(0) 4+ s(0)) ~ s(s(s(0)))

O+x~x e E

S(xX)+y = s(x+y) € E (a] EF 0+x ~ x [al [, o
E F s(x)+y ~ s(x+y) _ EF0+s(0)~s(0) 2
EFs(0) 1+ 5(0) ~s(0+5(0)) ¥ EFs(0+5(0) ~s(s(0) |
EF 5(0) + 5(0) ~ 5(s(0)) Lt]

E I s(s(0) + s(0)) =~ s(s(s(0)))

(k]

Hier verwenden wir:
® g1 :={x— 0,y —s(0)}
® gy :={x~—s(0)}
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Feedback zur Vorlesung

Wir haben den Satz ,Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu EINER Menge-
nalgebra“ behandelt. Gibt es somit mehrere Mengenalgebren? Und was heilst
isomorph?

Wir betrachten die Algebra (P(M); U,N, ~, &, M)
® U die Mengenvereinigung; N die Schnittmenge; ~ die Komplementarmenge

Diese Algebra nennt man Mengenalgebra.

Bemerkung

Isomorphie bedeutet, dass die Operationen auf den Algebren ident sind; also ist jede
Gleichheit in einer Mengenalgebra eine Gleichheit fur alle Booleschen Algebren
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Feedback zum Bruckenkurs

Die Vorlesung zu "Wozu braucht man im Informatik-Studium Mathematik?"war fir viele recht unver-
standlich. AuBerdem war das Beispiel, warum man mdéglichst jeden Algorithmus mathematisch beweisen
sollte, vollkommen ungerechtfertigt.

Zur Erklérung: [...] Der Autopilot von Tesla basiert auf einem Neuralen Netzwerk (NN) und ein NN ldsst sich
nicht mathematisch beweisen, weil NN ihre Funktionalitét érlernen genauso wie ein Mensch etwas lernt.
Selbst wenn der Autopilot auf normalen Algorithmen basieren wiirde, wie méchte man denn beweisen,
dass eine StralBenverengung IMMER als StraBenverengung erkannt wird? [...] Es kann aber auch passieren,
dass das NN die StraBenverengung nicht erkennt. In diesem Fall wird der Vorfall aufgezeichnet und das
NN neu trainiert. Das ist auch der Grund, warum Tesla ihre Fahrzeuge mit einem "halbfertigenAutopilot
herumfahren lasst: Damit sie méglichst viele Spezialfélle aufzeichnen, die wiederum durch das Training
des NN den Autopilot sicherer machen. Falls sie mir nicht glauben, hier ist ein recht umfassendes Video,
in dem erklart wird, wie der Autopilot von Tesla funktioniert und auch wie der neue NN-Chip von Tesla

aufgebaut ist: https: //www. youtube. com/watch?v=UcpOTTmvqOE

Zu Neuronalen Netzwerke siehe https://fcrc.acm.org/turing-lecture-at-fcrc-2019,
bzw. 1:56 im Tesla Video
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https://fcrc.acm.org/turing-lecture-at-fcrc-2019

Einfithrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Formales Beweisen, Konjunktive und
Disjunktive Normalformen

Einflihrung in die Algebra

algebraische Strukturen, Beispiele von Algebren, Zusammenhang Boolesche Algebra
und Aussagenlogik, Universelle Algebra, Satz von Birkhoff

Einfiihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulare Sprachen, Kontextfreie Sprachen,
Chomsky-Hierarchie, Anwendungen von formalen Sprachen

Einfihrung in die Berechenbarkeitstheorie

Algorithmisch unlésbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen

Einfliihrung in die Programmyverifikation

Prinzipien der Analyse von Programmen, Verifikation nach Hoare
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Beispiel (Gleichungen fiir Boolesche Ausdriicke: Revisited)

F3 Wir betrachten die folgende Signatur
F={~,+01}

sodass

¢ Stelligkeit von 0, 1 ist O
¢ Stelligkeit von ~ist 1
¢ Stelligkeit von + ist 2

HV={x,x,...}
El Wir betrachten die Identitaten E

x+y)+tzrx+(y+2) ~X)+x~1 x+x~x
A DanngiltEF1+x~1
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Beispiel (Gleichungen fiir Boolesche Ausdriicke: Revisited)

F3 Wir betrachten die folgende Signatur
F={~,+01}

sodass

¢ Stelligkeit von 0, 1 ist O
¢ Stelligkeit von ~ist 1
¢ Stelligkeit von + ist 2

HV={x,x,...}
El Wir betrachten die Identitaten E

x+y)+tzrx+(y+2) ~X)+x~1 x+x~x

A DanngiltEF1+x~1
H AberesgiltauchEt/ x+1~1
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1 Ist die Gleichungslogik korrekt?

Sind zum Beispiel alle Schlussfolgerungen aus den Gesetzen der Booleschen
Algebra wirklich Aquivalenz von Booleschen Ausdriicken?
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1 Ist die Gleichungslogik korrekt?

Sind zum Beispiel alle Schlussfolgerungen aus den Gesetzen der Booleschen
Algebra wirklich Aquivalenz von Booleschen Ausdriicken?

F Ist die Gleichungslogik vollstandig?

Kann zum Beispiel jede Aquivalenz von Booleschen Ausdriicken mit dem Kalkiil
der Gleichungslogik hergeleitet werden?
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1 Ist die Gleichungslogik korrekt?

Sind zum Beispiel alle Schlussfolgerungen aus den Gesetzen der Booleschen
Algebra wirklich Aquivalenz von Booleschen Ausdriicken?

F Ist die Gleichungslogik vollstandig?

Kann zum Beispiel jede Aquivalenz von Booleschen Ausdriicken mit dem Kalkiil
der Gleichungslogik hergeleitet werden?

Satz (Satz von Birkhoff)

Fir beliebige Terme s, t gilt E =s ~ tgdw. EF- s~ t
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1 Ist die Gleichungslogik korrekt?

Sind zum Beispiel alle Schlussfolgerungen aus den Gesetzen der Booleschen
Algebra wirklich Aquivalenz von Booleschen Ausdriicken?

F Ist die Gleichungslogik vollstandig?

Kann zum Beispiel jede Aquivalenz von Booleschen Ausdriicken mit dem Kalkiil
der Gleichungslogik hergeleitet werden?

Satz (Satz von Birkhoff)
Fir beliebige Terme s, t gilt E =s ~ tgdw. EF- s~ t

Folgerung

Die Gleichungslogik ist vollstandig und korrekt
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Eine Algebra A Uber der Signatur F setzt sich zusammen aus:

E8 Einer Tragermenge A und

E einer Abbildung, die jedem Funktionssymbol f € F mit Stelligkeit n eine Funktion
fA: A" — A zuordnet.
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Eine Algebra A Uber der Signatur F setzt sich zusammen aus:

E8 Einer Tragermenge A und

E einer Abbildung, die jedem Funktionssymbol f € F mit Stelligkeit n eine Funktion
fA: A" — A zuordnet.

Bemerkung

eine Algebra A Uber einer bestimmten Signatur ist eine Algebra
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Eine Algebra A Uber der Signatur F setzt sich zusammen aus:
E8 Einer Tragermenge A und

E einer Abbildung, die jedem Funktionssymbol f € F mit Stelligkeit n eine Funktion
fA: A" — A zuordnet.

Bemerkung

eine Algebra A Uber einer bestimmten Signatur ist eine Algebra

Definition (Semantische Konsequenz)

® Sei A eine Algebra (Uber der Signatur F)
® Sei s =~ t eine Gleichung (Uber der Signatur F)
® Sind s und t dquivalent in der Algebra A schreiben wir A =s~ t
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Sei A = ({0,1}; +4, ~A, 14) eine Algebra mit

@ ~ | 14|
00 1 0|1 1
1|1 1 1|1

Danngit AE(x+y)+zrx+(y+2), AE~X)+x~1, AEXx+x~X.
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Sei A = ({0,1}; +4, ~4, 14) eine Algebra mit

+Alo 1 A 14|
0o [0 1 0 |1 1
1|11 1|1

Danngilt A= (x+y)+zrx+(y+2), AE~X)+x~1, AEXx+Xx=X.

Beispiel
Sei B = ({0,1}; +5,~B, 1) eine Algebra mit

el |
0 |0 O 0 |1 1
1 |1 1 1|0

Danngit BE(x+y)+zrex+(y+2), BE~X)+x~1,BEXx+x~X.
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Sei E eine Menge von ldentitaten (Uber der Signatur F)
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Sei E eine Menge von ldentitaten (Uber der Signatur F)

® Eine Algebra A heit Modell von E, AE=E
wenn jede Identitat in E in A gilt
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Sei E eine Menge von ldentitaten (Uber der Signatur F)

® Eine Algebra A heit Modell von E, AE=E
wenn jede Identitat in E in A gilt

® Gleichung s = t ist semantische Konsequenz von E EEs~t
wenn gilt:

fir alle Modelle AvonE: Al=s~t
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Sei E eine Menge von ldentitaten (Uber der Signatur F)

® Eine Algebra A heit Modell von E, AE=E
wenn jede Identitat in E in A gilt

® Gleichung s = t ist semantische Konsequenz von E EEs~t
wenn gilt:

fir alle Modelle AvonE: Al=s~t

® Die Frage ob E |= s = t heillt Wortproblem
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Sei E eine Menge von ldentitaten (Uber der Signatur F)

® Eine Algebra A heit Modell von E, AE=E
wenn jede Identitat in E in A gilt

® Gleichung s = t ist semantische Konsequenz von E EEs~t
wenn gilt:

fir alle Modelle AvonE: Al=s~t
® Die Frage ob E |= s ~ t heit Wortproblem

Beispiel

Sei E die Menge an Gleichungen:
X+y)+zrx+(y+2) ~X)+x~1 x+x~x

* Aist Modell von E; B ist kein Modell von E
* E=x+1=~1, daAlgebra C existiert, sodass C =E, aberC = x+1~1
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Beispiel (Fortsetzung)

Sei C = ({0,1}; +8,~B, 1B) eine Algebra mit

+5lo 1 ~B| 18 |
0o o0 0|1 1
111 1|1

e DanngitCE (x+y)+zrx+(y+2),CE~X)+x~1,CEX+x~x
® Also ist C Modell von E
® AberClEx+1~1
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen

Beispiel

* ¥ ={0,1} ist das binare Alphabet
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen

Beispiel

* ¥ ={0,1} ist das binare Alphabet
e Y ={a,b,...,z}, die Menge aller Kleinbuchstaben
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen

Beispiel

* ¥ ={0,1} ist das binare Alphabet
e Y ={a,b,...,z}, die Menge aller Kleinbuchstaben
¢ die Menge der (druckbaren) ASCII-Zeichen
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen

Beispiel

* ¥ ={0,1} ist das binare Alphabet
e Y ={a,b,...,z}, die Menge aller Kleinbuchstaben
¢ die Menge der (druckbaren) ASCII-Zeichen

Definition (Wort)

® Eine Zeichenreihe (ein Wort, ein String) ist eine endliche Folge von Symbolen Uber
einem Alphabet >

® Die leere Zeichenreihe wird mit € bezeichnet

B universitat
b

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2019/20 12



Beispiel

Die Symbolkette 01101 ist eine Zeichenreihe Uber dem Alphabet {0,1}
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Beispiel

Die Symbolkette 01101 ist eine Zeichenreihe Uber dem Alphabet {0,1}

® Buchstaben werden mit a, b, ¢, ... bezeichnet

e \Worter werden mit x, y, z, ... bezeichnet
ey
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Beispiel
Die Symbolkette 01101 ist eine Zeichenreihe Uber dem Alphabet {0,1}

® Buchstaben werden mit a, b, ¢, ... bezeichnet
e \Worter werden mit x, y, z, ... bezeichnet
ey

Definition (Wortlange)

® Die Lange eines Wortes w ist die Anzahl der Positionen in w
® Die Lange von w wird auch mit |w| bezeichnet
® Das Leerwort € hat die Lange 0
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Definition (X ,>~ .Y )

e Definiere XX als die Menge PES
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen
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Definition (X ,>~ .Y )

e Definiere XX als die Menge PES
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen
e Y+t =YlyY?2y..- s+
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Definition (X ,>~ .Y )

e Definiere XX als die Menge PES
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e Y+t =YlyY?2y..- s+

e Y*=Y1U{e} >
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Definition (X ,> .Y )

e Definiere XX als die Menge
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e Yt =Ylyy?uy... >t
o T* =Yt U{e} T

Beispiel

Sei ¥ = {0,1}. Dann ist
T = {g)
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Definition (X ,> .Y )

e Definiere XX als die Menge
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e Yt =Ylyy?uy... >t
o T* =Yt U{e} T

Sei ¥ = {0,1}. Dann ist
° 5°={e}
e ¥ ={0,1}
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Definition (X ,> .Y )

e Definiere XX als die Menge
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e Yt =Ylyy?uy... >t
o T* =Yt U{e} T

Sei ¥ = {0,1}. Dann ist
° X°={¢}
e ¥ ={0,1}
* ¥2=100,01,10,11}
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Definition (X ,> .Y )

e Definiere XX als die Menge
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e v t=3lys?uy... piay

o ¥ =3%"U{e} *
Sei ¥ = {0,1}. Dann ist

o 2=

e ¥ ={0,1}

¥? ={00,01,10,11}
¥3 = {000,001,010,011,100,101,110,111}
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Seien x, y Worter, wir schreiben x - y fur die Konkatenation von x und y: Sei
X =aiay---aj y = bibs---b;, dann gilt

Xy =ayay--- ajb1bs - - - bj
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Seien x, y Worter, wir schreiben x - y fur die Konkatenation von x und y: Sei
X =ayaz---aj, y = biby---bj, dann gilt

Xy =ayay--- ajbibs - - - bj

Beispiel

® Seix = 01101, y =110, z= 10101
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Seien x, y Worter, wir schreiben x - y fur die Konkatenation von x und y: Sei
X =ayaz---aj, y = biby---bj, dann gilt

Xy =ayay--- ajbibs - - - bj

Beispiel

® Seix = 01101, y =110, z= 10101
® Dannistx-y =01101110und y - x = 11001101
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Seien x, y Worter, wir schreiben x - y fur die Konkatenation von x und y: Sei
X =ayaz---aj, y = biby---bj, dann gilt
Xy =ayay--- ajb1bs - - - bj

Beispiel

® Seix = 01101, y =110, z= 10101
® Dannist x-y =01101110und y - x = 11001101

Lemma

® Konkatenation ist assoziativ und besitzt das Leerwort € als neutrales Element
® Wir lassen - oft weg und schreiben xy statt x - y
® Die Algebra (¥*; -, ¢) ist ein Monoid; das Wortmonoid
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