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Zusammenfassung der letzten LVA

Beispiel

Wenn das Kind schreit, hat es Hunger
Das Kind schreit

Also, hat das Kind Hunger

Korrektheit dieser Schlussfigur ist unabhangig von den konkreten Aussagen

Definition (Modus Ponens)
Wenn A, dann B

A gilt
Also, gilt B
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Einfihrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Kalkll des natirlichen SchlieSens, Konjunktive
und Disjunktive Normalformen

Einfithrung in die Algebra

algebraische Strukturen, Boolesche Algebra

Einfiihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulare Sprachen, Kontextfreie Sprachen,
Chomsky-Hierarchie, Anwendungen von formalen Sprachen

Einfuhrung in die Berechenbarkeitstheorie und Komplexitatstheorie

Algorithmisch unlésbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen,
Komplexitatstheorie
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Syntax der Aussagenlogik

Sei AT eine Menge von atomaren Formeln (oder Atomen), deren Elemente mit p, q, r,
... bezeichnet werden
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Syntax der Aussagenlogik

Sei AT eine Menge von atomaren Formeln (oder Atomen), deren Elemente mit p, q, r,
... bezeichnet werden

Wahrheitswertsymbole:

True False

Junktoren:
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Aussagenlogische Formeln

Die Formeln der Aussagenlogik sind induktiv definiert:
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Aussagenlogische Formeln

Die Formeln der Aussagenlogik sind induktiv definiert:

F3 Eine atomare Formel p ist eine Formel,

E ein Wahrheitswertsymbol (True, False) ist eine Formel, und

El wenn A und B Formeln sind, dann sind auch die folgenden, Formeln:
-A  (AAB) (AVvB) (A—B)
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Aussagenlogische Formeln

Die Formeln der Aussagenlogik sind induktiv definiert:

El Eine atomare Formel p ist eine Formel,

E ein Wahrheitswertsymbol (True, False) ist eine Formel, und

El wenn A und B Formeln sind, dann sind auch die folgenden, Formeln:
-A (AAB) (AVB) (A — B)

Bemerkung

Eine Menge M kann induktiv definiert werden durch:

¢ Induktionsbasis: Man gibt ein oder mehr Elemente von M an

® |nduktionsschritt: Man spezifiziert, wie man neue Elemente von M aus den
vorliegenden Elementen von M bekommt
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Aussagenlogische Formeln

Die Formeln der Aussagenlogik sind induktiv definiert:

F3 Eine atomare Formel p ist eine Formel,

E ein Wahrheitswertsymbol (True, False) ist eine Formel, und

El wenn A und B Formeln sind, dann sind auch die folgenden, Formeln:
—-A (AAB) (AVB) (A — B)

Der folgende Ausdruck A ist eine Formel
((p = —a) = (-9 = —p))
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Prazedenzen

Wir verwenden die folgende Prazedenz:

2> V,A> — — ist rechts-assoziativ: p — (q — r)
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Prazedenzen

Wir verwenden die folgende Prazedenz:

->V,A> — — ist rechts-assoziativ: p — (q — r)

Beispiel

“pAq—rVs statt ((-pAqg)—(rvs))
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Wahrheitswertbelegung

F T und F bezeichnen die beiden betrachteten Wahrheitswerte
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Wahrheitswertbelegung
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Wahrheitswertbelegung

F T und F bezeichnen die beiden betrachteten Wahrheitswerte

H Belegung v: AT — {T, F} assoziiert Atome mit Wahrheitswerten

Beispiel

Betrachte die Atome p, g und r, sowie die folgende Belegung:

T a=p
v(a):=<F a=q
F a=r
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Wahrheitswertbelegung

F T und F bezeichnen die beiden betrachteten Wahrheitswerte

H Belegung v: AT — {T, F} assoziiert Atome mit Wahrheitswerten

Beispiel

Betrachte die Atome p, g und r, sowie die folgende Belegung:

T a=p
v(a):=<F a=q
F a=r

Wir schreiben auch v(p) =T, v(q) = F, v(r) =F

M universitat

W innsbruck Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 8



El Atome sind Platzhalter fur konkrete Aussagen
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El Atome sind Platzhalter fur konkrete Aussagen

E1 Junktoren sind formale Zeichen, die Aussagen verbinden
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El Atome sind Platzhalter fur konkrete Aussagen

E1 Junktoren sind formale Zeichen, die Aussagen verbinden

- A V —
~— —~— ~— ~—

Negation Konjunktion Disjunktion Implikation
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El Atome sind Platzhalter fur konkrete Aussagen

E1 Junktoren sind formale Zeichen, die Aussagen verbinden
- AN V —
~— ~—~ ~—~ ~—~
Negation Konjunktion Disjunktion Implikation

El Die Bedeutung wird durch Wahrheitstafeln definiert

AT F VIT F —|T F
T|T F T|T T T F
F|F F FITF F T

—H -+

#
—
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F3 Atome sind Platzhalter fur konkrete Aussagen

E1 Junktoren sind formale Zeichen, die Aussagen verbinden
- A V —
~—~ ~~ ~— ~—~
Negation Konjunktion Disjunktion Implikation

El Die Bedeutung wird durch Wahrheitstafeln definiert

- AT F VIT F —|T F
T|F T|T F T|T T T |TF
FIT F|F F FITF FIT T

Beispiel

Der allgemeine Aussage ,Wenn A, dann B“ kann nun konzise ausgedrickt werden:
A—B
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Semantik der Aussagenlogik

Erweiterung der Belegung v zu einem Wahrheitswert fur Formeln:
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Semantik der Aussagenlogik

Erweiterung der Belegung v zu einem Wahrheitswert fur Formeln:
v(p) =v(p) Vv(True)=T  V(False)=F
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Semantik der Aussagenlogik

Erweiterung der Belegung v zu einem Wahrheitswert fur Formeln:
v(p) =v(p) Vv(True)=T  V(False)=F

G(oA) — T V(A)=F
VA =g V(A) =T
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Semantik der Aussagenlogik
Definition |

Erweiterung der Belegung v zu einem Wahrheitswert fur Formeln:
v(p) =v(p) Vv(True)=T  V(False)=F

V(o) — {T z(A) —F

F V(A)=T
aney= ] w0
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Semantik der Aussagenlogik

Erweiterung der Belegung v zu einem Wahrheitswert fur Formeln:
v(p) =v(p) Vv(True)=T  V(False)=F

oy [T A =F
v(-4) = V(A) =T

arey={] w0
wnvey= {7 o=
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Semantik der Aussagenlogik

Erweiterung der Belegung v zu einem Wahrheitswert fur Formeln:
v(p) =v(p) Vv(True)=T  V(False)=F
T V(A)=F
{ V(A) =T
T V(A)=v(B)=T
sonst

V(A)=V(B)=F

T sonst

T V(A)=Foderv(B)=T
F sonst
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Wahrheitstabelle

Beispiel

Seiv(p) =T, v(q) = F, dann V(A) = V((p — —q) = (-q — —p)) = F
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Wahrheitstabelle

Seiv(p) =T, v(q) = F, dann V(4) = V((p — —q) — (-q — —p)) = F

Sei A eine Formel; die Wahrheitstabelle von A listet alle relevanten Belegungen v
zusammen mit dem Wahrheitswert V(A) auf
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Beispiel

Betrachte die Formel:

(p — —q) = (=g — —p)
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Beispiel

Betrachte die Formel:

(p — —q) = (=g — —p)

Wir stellen die folgende Wahrheitstabelle auf:

p al(P—~-a) (-q—-p) (p——q)—(-q— -p)
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Beispiel

Betrachte die Formel:

(p — —q) = (=g — —p)

Wir stellen die folgende Wahrheitstabelle auf:

p al(P—~-a) (-q—-p) (p——q)—(-q— -p)

T T
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Beispiel

Betrachte die Formel:

(p — —q) = (=g — —p)

Wir stellen die folgende Wahrheitstabelle auf:

p al(P—~-a) (-q—-p) (p——q)—(-q— -p)

T T| °F T
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Beispiel

Betrachte die Formel:

(p — —q) = (=g — —p)

Wir stellen die folgende Wahrheitstabelle auf:

p al(P—~-a) (-q—-p) (p——q)—(-q— -p)

T T| °F T T
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Beispiel

Betrachte die Formel:

(p — —q) = (=g — —p)

Wir stellen die folgende Wahrheitstabelle auf:

p al(P—~-a) (-q—-p) (p——q)—(-q— -p)

T T F T T
T F T F F
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Beispiel

Betrachte die Formel:

(p — —q) = (=g — —p)

Wir stellen die folgende Wahrheitstabelle auf:

al(p—-a) (-a—-p) (p—q)—(-q— -p)

p
i
R
F

T F T T
F T F F
T T T
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Beispiel

Betrachte die Formel:

(p = —=a) = (-9 = —p)
Wir stellen die folgende Wahrheitstabelle auf:

p a|(P—-a) (-a—-p) (p——-q)—(-q— -p)
ToT F T T
T F T F F
F T T T T
FF T T T
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sei A eine Formel
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sei A eine Formel

E1 wenn Belegung v existiert, sodass V(A) = T, heil’t A erfillbar
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sei A eine Formel

E1 wenn Belegung v existiert, sodass V(A) = T, heilt A erfillbar
E1 wenn keine solche Belegung existiert, heilst A unerfullbar
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sei A eine Formel

E1 wenn Belegung v existiert, sodass V(A) = T, heilt A erfillbar
E1 wenn keine solche Belegung existiert, heilst A unerfullbar
El wenn fir alle Belegungen v, V(A) =T, heillt A gultig oder Tautologie

M universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 13



sei A eine Formel

E1 wenn Belegung v existiert, sodass V(A) = T, heilt A erfillbar
E1 wenn keine solche Belegung existiert, heilst A unerfullbar
El wenn fir alle Belegungen v, V(A) =T, heillt A gultig oder Tautologie

Die Konsequenzrelation {Aj,...,A,} = B gilt, gdw. flr alle Belegungen v:
V(A1) =T, ..., V(A,) =T impliziert v(B) =T
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sei A eine Formel

E1 wenn Belegung v existiert, sodass V(A) = T, heilt A erfillbar
E1 wenn keine solche Belegung existiert, heilst A unerfullbar
El wenn fir alle Belegungen v, V(A) =T, heillt A gultig oder Tautologie

Die Konsequenzrelation {Aj,...,A,} = B gilt, gdw. flr alle Belegungen v:
V(A1) =T, ..., V(A,) =T impliziert v(B) =T

® Wir schreiben = A statt @ = A; auBerdem schreiben wir Ay, ..., A, = B statt
{A1,...,An} EB
® Gilt @ = A dann ist A eine Tautologie

M universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 13



Eine Formel A ist eine Tautologie gdw. —A unerflllbar
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Eine Formel A ist eine Tautologie gdw. —A unerflllbar

Beweis.
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Eine Formel A ist eine Tautologie gdw. —A unerflllbar

Beweis.

E§ Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
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E§ Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:

E1 Wir zeigen die Richtung von rechts nach links:
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Eine Formel A ist eine Tautologie gdw. —A unerflllbar

Beweis.

E§ Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
® angenommen V(A) =T, fur alle Belegungen v

E1 Wir zeigen die Richtung von rechts nach links:
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Eine Formel A ist eine Tautologie gdw. —A unerflllbar

Beweis.

E§ Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
® angenommen V(A) =T, fur alle Belegungen v
® also V(—A) = F, fur alle Belegungen v

E1 Wir zeigen die Richtung von rechts nach links:
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Eine Formel A ist eine Tautologie gdw. —A unerflllbar

Beweis.

E§ Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
® angenommen V(A) =T, fur alle Belegungen v

® also V(—A) = F, fur alle Belegungen v
® somit ist —A unerfullbar

E1 Wir zeigen die Richtung von rechts nach links:
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Eine Formel A ist eine Tautologie gdw. —A unerflllbar

Beweis.

E§ Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
® angenommen V(A) =T, fur alle Belegungen v

® also V(—A) = F, fur alle Belegungen v
® somit ist —A unerfullbar

E1 Wir zeigen die Richtung von rechts nach links:
® angenommen —A ist unerfiullbar
® V(—A) = F, fur alle Belegungen v
® also V(A) =T, fir alle Belegungen v und somit giltig
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Eine Formel A ist eine Tautologie gdw. —A unerflllbar

Beweis.

E§ Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
® angenommen V(A) =T, fur alle Belegungen v
® also V(—A) = F, fur alle Belegungen v
® somit ist —=A unerfullbar

E1 Wir zeigen die Richtung von rechts nach links:
® angenommen —A ist unerfiullbar
® V(—A) = F, fur alle Belegungen v
® also V(A) =T, fir alle Belegungen v und somit giltig
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Definition ( )

A =B,wennA = BundB = A gilt
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Definition (
A =B,wennA = BundB = A gilt

A = B gilt gdw. (A — B) A (B — A) eine Tautologie

|
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Definition (

A =B,wennA = BundB = A gilt

|

A = B gilt gdw. (A — B) A (B — A) eine Tautologie

Beweis.
Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
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|

Definition (

A =B,wennA = BundB = A gilt

A = B gilt gdw. (A — B) A (B — A) eine Tautologie

Beweis.

Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
* (A— B)A(B— A)glltig gdw. (A — B) gtiltig und (B — A) gliltig
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|

Definition (

A =B,wennA = BundB = A gilt

A = B gilt gdw. (A — B) A (B — A) eine Tautologie

Beweis.

Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
* (A— B)A(B— A)glltig gdw. (A — B) gtiltig und (B — A) gliltig
* Angenommen A |= B; dann gilt fir alle Belegungen v:
V(A) =T impliziert Vv(B)=T

W universitat
b

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 15



|

Definition (

A =B,wennA = BundB = A gilt

A = B gilt gdw. (A — B) A (B — A) eine Tautologie

Beweis.

Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
* (A— B)A(B— A)glltig gdw. (A — B) gtiltig und (B — A) gliltig
* Angenommen A |= B; dann gilt fir alle Belegungen v:
V(A) =T impliziert Vv(B)=T

® V(A — B)=Tfurallev
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|

Definition (

A =B,wennA = BundB = A gilt

A = B gilt gdw. (A — B) A (B — A) eine Tautologie

Beweis.

Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
(A — B) A (B — A) glltig gdw. (A — B) gliltig und (B — A) gliltig
* Angenommen A |= B; dann gilt fir alle Belegungen v:

V(A) =T impliziert Vv(B)=T

V(A — B) =Tflurallev
(A — B) ist gliltig
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|

Definition (

A =B,wennA = BundB = A gilt

A = B gilt gdw. (A — B) A (B — A) eine Tautologie

Beweis.

Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
(A — B) A (B — A) glltig gdw. (A — B) gliltig und (B — A) gliltig
* Angenommen A |= B; dann gilt fir alle Belegungen v:

V(A) =T impliziert Vv(B)=T

® V(A — B)=Tfurallev
* (A — B) ist glltig
¢ ahnlich folgt aus B = A, dass (B — A) gliltig
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Definition (

A =B,wennA = BundB = A gilt

A = B gilt gdw. (A — B) A (B — A) eine Tautologie

Beweis.

Wir zeigen die Richtung von links nach rechts:
(A — B) A (B — A) glltig gdw. (A — B) gliltig und (B — A) gliltig
* Angenommen A |= B; dann gilt fir alle Belegungen v:

V(A) =T impliziert Vv(B)=T

® V(A — B)=Tfurallev
* (A — B) ist glltig
¢ ahnlich folgt aus B = A, dass (B — A) gliltig ]
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Assoziativitat und Kommutativitat von Junktoren

® Konjunktion und Disjunktion sind assoziativ und kommutativ
® Wir unterscheiden nicht zwischen:

(ANB)ANC AN(BAC) AANBAC
AANB BANA
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Assoziativitat und Kommutativitat von Junktoren

® Konjunktion und Disjunktion sind assoziativ und kommutativ
® Wir unterscheiden nicht zwischen:

(ANB)ANC AN(BAC) AANBAC
AANB BANA

B AL A=A1A--AA, n>1

B V. A=AV VA, n>1
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Assoziativitat und Kommutativitat von Junktoren

® Konjunktion und Disjunktion sind assoziativ und kommutativ
® Wir unterscheiden nicht zwischen:

(ANB)ANC AN(BAC) AANBAC
AANB BANA

B AL A=A1A--AA, n>1
B A, A =True
B V. A=AV VA, n>1
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Assoziativitat und Kommutativitat von Junktoren

® Konjunktion und Disjunktion sind assoziativ und kommutativ
® Wir unterscheiden nicht zwischen:

(ANB)ANC AN(BAC) AANBAC
AANB BANA

B AL A=A1A--AA, n>1
B A, A =True
BV_, A=AV VA, n>1
m \/2, A = False
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innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 16



Aquivalenzen |
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Aquivalenzen |

—A=A
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Aquivalenzen |

-—A=A AV True = True

AV False =A
AVA=A
AV -A = True
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Aquivalenzen |

——A=A AVTrue=True AATrue=A
AV False = A A A\ False = False
AVA=A ANA=A
AV -A = True A A —-A = False
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Aquivalenzen |

——A=A AVTrue=True AATrue=A A — True = True
AV False = A A A False = False A — False = —A
AVA=A ANA=A True A=A

AV —A = True AN —A = False False — A = True
A — A = True
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Aquivalenzen |

——A=A AVTrue=True AATrue=A A — True = True
AV False = A A A False =False A — False =-A
AVA=A ANA=A True -A=A
AV —A = True AN —A = False False — A = True
A — A =True
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Aquivalenzen |

——A=A AVTrue=True AATrue=A A — True = True
AV False = A A A False =False A — False =-A
AVA=A ANA=A True -A=A
AV —A = True AN —A = False False — A = True
A — A =True

A—B=-AVB ~(A—B)=AA-B
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Aquivalenzen |

——A=A AVTrue=True AATrue=A A — True = True
AV False = A A N\ False = False A — False =-A
AVA=A ANA=A True -A=A
AV —A = True AN —A = False False — A = True
A — A =True
Lemma (Distributivgesetze und Andere) |
A—B=-AVB —~(A—B)=AA-B

ANBVC)=(AAB)V(ANC) AV(BAC)=(AVB)A(AVCO)
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Aquivalenzen Il

Lemma (

|

AN(AVB)=A AV(AANB)=A
AN(FAVB)=AAB AV(-AAB)=AVB
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Aquivalenzen Il

AN(AVB)=A AV(AANB)=A
AN(FAVB)=AAB AV(-AAB)=AVB

~(AAB)=-AV-B —(AVB)=-AA-B
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Gleiches durch Gleiches Ersetzen

Eine Teilformel A einer Formel B ist ein Teilausdruck von B, der wiederum eine Formel
ist
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Gleiches durch Gleiches Ersetzen

Eine Teilformel A einer Formel B ist ein Teilausdruck von B, der wiederum eine Formel
ist

El A, B Formeln und E, F Teilformeln von A, B

W universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 19



Gleiches durch Gleiches Ersetzen

Eine Teilformel A einer Formel B ist ein Teilausdruck von B, der wiederum eine Formel
ist

El A, B Formeln und E, F Teilformeln von A, B
H Gelte E=F
El B ist das Resultat der Ersetzung von E durch F in A
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Gleiches durch Gleiches Ersetzen

Eine Teilformel A einer Formel B ist ein Teilausdruck von B, der wiederum eine Formel
ist

El A, B Formeln und E, F Teilformeln von A, B

H Gelte E=F

El B ist das Resultat der Ersetzung von E durch F in A
Dann gilt A =B

M universitat
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Beispiel

Wir betrachten die folgende Aquivalenz

pb—qg=-pVqg
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Beispiel

Wir betrachten die folgende Aquivalenz

pb—qg=-pVqg
mit der folgenden Formel
(p—=a)Ar
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Beispiel

Wir betrachten die folgende Aquivalenz

pb—qg=-pVqg

mit der folgenden Formel
(p—=a)Ar
Nun gilt
(p=g)Ar=(zpVa)Ar
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	Zusammenfassung

