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Erinnerung: Naturliches Schlielsen

Einftihrung Elimination
A
False _ A —A
- -A ! False =~ ©
False % False: e

Der Kalkul NK ist korrekt und vollstandiqg flr die Aussagenlogik:
Ai,...,An =B gdw. A, ... A, B
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[AIH
~1[G]

B-A

~1[H]
A-B-A

H: A assumption
G: B assumption
A copy 1

B-A -1 2-3
A-B-A -il-4

u b WPN BE-
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
H (B;+,0) und (B; -, 1) sind kommutative Monoide
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
H (B;+,0) und (B; -, 1) sind kommutative Monoide
E3 Die Operationen + und - distribuieren Ubereinander. Es gilt also fur alle a, b, c € B:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+((b-c)=(a+b)-(a+c)
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
H (B;+,0) und (B; -, 1) sind kommutative Monoide
E3 Die Operationen + und - distribuieren Ubereinander. Es gilt also fur alle a, b, c € B:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+((b-c)=(a+b)-(a+c)

El Fir alle a € B qilt
at+~(a)=1 a-~(a)=0
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Definition (Boolesche Algebra)

Eine Algebra B = (B; +,+,~,0, 1) heiBt Boolesche Algebra wenn gilt:
H (B;+,0) und (B; -, 1) sind kommutative Monoide
E3 Die Operationen + und - distribuieren Ubereinander. Es gilt also fur alle a, b, c € B:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) a+((b-c)=(a+b)-(a+c)

El Fir alle a € B qilt
at+~(a)=1 a-~(a)=0

Das Element ~(a) heiBt das Komplement oder die Negation von a
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
PM):={N|NC M}
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
E N die Schnittmenge
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
E N die Schnittmenge
El ~ die Komplementarmenge
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M); U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
E N die Schnittmenge
El ~ die Komplementarmenge
Diese Algebra nennt man Mengenalgebra.
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Mengenalgebra

Sei M eine Menge; P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M, also
P(M):={N|NC M}

Wir betrachten die Algebra

(P(M);U,N, ~, &, M)

E1 U die Mengenvereinigung
E N die Schnittmenge
El ~ die Komplementarmenge
Diese Algebra nennt man Mengenalgebra.

Lemma

Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra
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Einfuhrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Kalktl des natirlichen SchlieBens, Konjunktive
und Disjunktive Normalformen

Einfilhrung in die Algebra

algebraische Strukturen, Boolesche Algebra

Einflihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulare Sprachen, Kontextfreie Sprachen,
Chomsky-Hierarchie, Anwendungen von formalen Sprachen

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie und Komplexitatstheorie

Algorithmisch unlésbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen,
Komplexitatstheorie

Einfihrung in die Programmverifikation

Prinzipien der Analyse von Programmen, Verifikation nach Hoare

M universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 7



Einfuhrung in die Logik

Syntax & Semantik der Aussagenlogik, Kalktl des natirlichen SchlieBens, Konjunktive
und Disjunktive Normalformen

Einfilhrung in die Algebra

algebraische Strukturen, Boolesche Algebra

Einflihrung in die Theorie der Formalen Sprachen

Grammatiken und Formale Sprachen, Regulare Sprachen, Kontextfreie Sprachen,
Chomsky-Hierarchie, Anwendungen von formalen Sprachen

Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie und Komplexitatstheorie

Algorithmisch unlésbare Probleme, Turing Maschinen, Registermaschinen,
Komplexitatstheorie

Einfihrung in die Programmverifikation

Prinzipien der Analyse von Programmen, Verifikation nach Hoare
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Lemma

Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra
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Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra

Beweis.

Wir missen zeigen, dass
H (P(M);U, @) sowie (P(M); N, M) kommutative Monoide sind
E seien A,B,C C M, dann gilt
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

El faralle A C M qilt
AU~A)=M AN~A)=0
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Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra

Beweis.

Wir missen zeigen, dass

El faralle A C M qilt
AU~A)=M AN~A)=0

Wir beginnen mit den Gesetzen zum Komplement
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Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra

Beweis.

Wir missen zeigen, dass

El faralle A C M qilt
AU~A)=M AN~A)=0

Wir beginnen mit den Gesetzen zum Komplement; dazu beschranken wir uns auf
AN ~(A) =@, der Beweis fir AU ~(A) = M ist ganz ahnlich
AN~A)=AN{xeM|x¢gAl={xeM|xcAundx¢A} =0
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Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra

Beweis.

Wir missen zeigen, dass

El faralle A C M qilt
AU~A)=M AN~A)=0

Wir beginnen mit den Gesetzen zum Komplement; dazu beschranken wir uns auf
AN ~(A) =@, der Beweis fir AU ~(A) = M ist ganz ahnlich
AN~A)=AN{xeM|x¢gAl={xeM|xcAundx¢A} =0
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Beweis (Fortsetzung).

Wir mussen also noch zeigen, dass
B (P(M); U, @) sowie (P(M); N, M) kommutative Monoide sind
El seien A,B,C C M, dann gilt
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
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Beweis (Fortsetzung).

Wir mussen also noch zeigen, dass
B (P(M); U, @) sowie (P(M); N, M) kommutative Monoide sind
El seien A,B,C C M, dann gilt
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Die Korrektheit der Distributivgesetze folgt leicht aus den Definitionen der
Mengenoperationen (nachrechnen!)
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Beweis (Fortsetzung).

Wir mussen also noch zeigen, dass
B (P(M); U, @) sowie (P(M); N, M) kommutative Monoide sind

Die Korrektheit der Distributivgesetze folgt leicht aus den Definitionen der
Mengenoperationen (nachrechnen!)

Zeigen wir nun also, dass (P(M); U, &) ein kommunitative Monoid ist;
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Beweis (Fortsetzung).

Wir mussen also noch zeigen, dass
B (P(M); U, @) sowie (P(M); N, M) kommutative Monoide sind

Die Korrektheit der Distributivgesetze folgt leicht aus den Definitionen der
Mengenoperationen (nachrechnen!)
Zeigen wir nun also, dass (P(M); U, &) ein kommunitative Monoid ist; dazu zeigen wir
® U ist assoziativ
* o ist das neutrale Element fir U auf P(M)
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Beweis (Fortsetzung).

Wir mussen also noch zeigen, dass
B (P(M); U, @) sowie (P(M); N, M) kommutative Monoide sind

Die Korrektheit der Distributivgesetze folgt leicht aus den Definitionen der
Mengenoperationen (nachrechnen!)
Zeigen wir nun also, dass (P(M); U, &) ein kommunitative Monoid ist; dazu zeigen wir
e Uist assoziativ: AU(BUC)=(AUB)UC
* o ist das neutrale Element fir U auf P(M) : AU =g UA =A
Beide Gleichungen folgen aus der Definition der Vereinigung.
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Beweis (Fortsetzung).

Wir mussen also noch zeigen, dass
B (P(M); U, @) sowie (P(M); N, M) kommutative Monoide sind

Die Korrektheit der Distributivgesetze folgt leicht aus den Definitionen der
Mengenoperationen (nachrechnen!)
Zeigen wir nun also, dass (P(M); U, &) ein kommunitative Monoid ist; dazu zeigen wir
e Uist assoziativ: AU(BUC)=(AUB)UC
* o ist das neutrale Element fir U auf P(M) : AU = UA =A
Beide Gleichungen folgen aus der Definition der Vereinigung.

Ebenso zeigt man, dass (P(M); N, M) ein kommunitative Monoid ist. |
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Gesetze Boolescher Algebren
die noch nicht in Rechnerarchitektur behandelt wurden

Fir alle a, b € B gilt die Eindeutigkeit des Komplements:
Wenn a+ b =1undab =0, dann b = ~(a)
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Gesetze Boolescher Algebren
die noch nicht in Rechnerarchitektur behandelt wurden

Lemma @
Fir alle a, b € B gilt die Eindeutigkeit des Komplements:
Wenn a+ b =1undab =0, dann b = ~(a)

Beweis.

Geltea+b=1undab=0
b =bl=b(a+ ~(a))
=ba+b-~@)=0+b-~(a) daba=ab=0
=a-~(a)+b-~(a)=(a+b)~(a)
=1-~(a) daa+b=1

= ~(a)
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Gesetze Boolescher Algebren
die noch nicht in Rechnerarchitektur behandelt wurden

Lemma @
Fir alle a, b € B gilt die Eindeutigkeit des Komplements:
Wenn a+ b =1undab =0, dann b = ~(a)

Beweis.

Geltea+b=1undab=0
b=bl=b(a+ ~(a))
=ba+b-~@)=0+b-~(a) daba=ab=0
=a-~(a)+b-~(a)=(a+b)~(a)
=1-~(a) daa+b=1

= ~(a)
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Fir alle a € B gilt das Involutionsgesetz:

~(~(2) = 2
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Fir alle a € B gilt das Involutionsgesetz:

~(~(a)) =a

Beweis.

Nach Definition einer Booleschen Algebra und Kommutativitat von +
beziehungsweise - gilt:
H~(a)+a=1
H ~(@a)-a=0
Mit Lemma @ folgt, dass a das Komplement von ~(a) ist |
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Fir alle a € B gilt das Involutionsgesetz:

~(~(a)) =a
Nach Definition einer Booleschen Algebra und Kommutativitat von +
beziehungsweise - gilt:
H~(a)+a=1
H ~(@a)-a=0
Mit Lemma @ folgt, dass a das Komplement von ~(a) ist |

Fiir alle a,b € B gelten die Gesetze von de Morgan:
~a+b)=~(a) ~(b)  ~(a-b)=~(a)+~(b)
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Idempotenz und Absorption
bereits in Rechnerarchitektur behandelt

Lemma

Fiir alle a € B gelten die Idempotenzgesetze:
a-a=a ata—=a
und die folgenden Gesetze fiir 0 und 1 (Substitution):
0-a=0 l+a=1
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Idempotenz und Absorption
bereits in Rechnerarchitektur behandelt

Lemma
Fiir alle a € B gelten die Idempotenzgesetze:
a-a=a ata—=a
und die folgenden Gesetze fiir 0 und 1 (Substitution):
0-a=0 l+a=1

Lemma
Fiir alle a, b € B gelten die Absorptionsgesetze:
atab=a ala+b)=a
at+~(@)-b=a+b a(~(a)+b)=ab
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Erstes Gesetz von de Morgan.

® Wir zeigen (a + b) + (~(a) - ~(b)) = 1:
(a+b)+(~(a)-~(b))=(a+b+~(a))(a+ b+ ~(b))
=(a+~(a)+b)(a+ b+ ~(b))
=(1+b)(a+1)
=1-1=1
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Erstes Gesetz von de Morgan.

® Wir zeigen (a + b) + (~(a) - ~(b)) = 1:
(a+b)+(~(a)-~(b))=(a+b+~(a))(a+ b+ ~(b))
= (a+ ~(a) + b)(a + b+ ~(b))
=(1+b)a+1)

—1-1=
® Wir zeigen (a + b) - (~(a) - ~(b)) = O:

(a+b) ~(a) - ~(b) = a- ~(a) - ~(b) + b ~(a) - ~(b)
= - ~(a) - ~(b) + ~(a) b ~(b)
=0-~(b)+~(a)-0
=0+0=0
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Erstes Gesetz von de Morgan.

® Wir zeigen (a + b) + (~(a) - ~(b)) = 1:
(a+b)+(~(a)-~(b))=(a+b+~(a))(a+ b+ ~(b))
= (a+ ~(a) + b)(a + b+ ~(b))
=(1+b)a+1)

—1-1=
® Wir zeigen (a + b) - (~(a) - ~(b)) = O:

(a+b) ~(a) - ~(b) = a- ~(a) - ~(b) + b - ~(a) - ~(b)
=a-~(a) ~(b)+~(a) b-~(b)
=0-~(b)+~(a)-0
=0+0=0

® Die Voraussetzungen von Lemma @ sind gezeigt
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Erstes Gesetz von de Morgan.

® Wir zeigen (a + b) + (~(a) - ~(b)) = 1:
(a+b)+(~(a)-~(b))=(a+b+~(a))(a+ b+ ~(b))
= (a+ ~(a) + b)(a + b+ ~(b))
=(1+b)a+1)

—1-1=
® Wir zeigen (a + b) - (~(a) - ~(b)) = O:

(a+b) ~(a) - ~(b) = a- ~(a) - ~(b) + b - ~(a) - ~(b)
=a-~(a) ~(b)+~(a) b-~(b)
=0-~(b)+~(a)-0
=0+0=0

® Die Voraussetzungen von Lemma @ sind gezeigt
® Somit ist ~(a) - ~(b) das Komplement von a + b, wzzw.
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Erstes Gesetz von de Morgan.

® Wir zeigen (a + b) + (~(a) - ~(b)) = 1:
(a+b)+(~(a)-~(b))=(a+b+~(a))(a+ b+ ~(b))
= (a+ ~(a) + b)(a + b+ ~(b))
=(1+b)a+1)

—1-1=
® Wir zeigen (a + b) - (~(a) - ~(b)) = O:

(a+b) ~(a) - ~(b) = a- ~(a) - ~(b) + b - ~(a) - ~(b)
=a-~(a) ~(b)+~(a) b-~(b)
=0-~(b)+~(a)-0
=0+0=0

® Die Voraussetzungen von Lemma @ sind gezeigt
® Somit ist ~(a) - ~(b) das Komplement von a + b, wzzw.
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Definition (Boolesche Funktion)

El Sei F ein Boolescher Ausdruck in den Variablen x4, ..., X,
H F(s1,...,sp) die Instanz von F
El Wir definieren die Funktion f: B” — B wie folgt:

f(s1,...,5n) :==F(s1,...,5n) -

Dann heilRt f die Boolesche Funktion zum Ausdruck F
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Definition (Boolesche Funktion)

El Sei F ein Boolescher Ausdruck in den Variablen x4, ..., X,
H F(s1,...,Sp) die Instanz von F
El Wir definieren die Funktion f: B" — B wie folgt:

f(s1,...,5n) :==F(s1,...,5n) -

Dann heilRt f die Boolesche Funktion zum Ausdruck F

Beispiel (Boolesche Algebra 7rm = (Frm;V/, A, -, False, True))

Sei F = x1A—=(x2Vx1), dannist f: B2 — B s1 sz | f(s1,52) | g(s1,52)
die Boolesche Funktion zu F 0 O 0 0
Sei G = x1 AXa A—xp, dannistg: B2 — B v 0 0
die Boolesche Funktion zu G 1 0 0 0

1 1 0 0

M universitat . . . .
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Fl Sei f: B” — B eine Boolesche Funktion

F1 Sei F ein Boolescher Ausdruck, dessen Boolesche Funktion gleich f
Dann nennen wir F den Booleschen Ausdruck von f
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Fl Sei f: B” — B eine Boolesche Funktion

E1 Sei F ein Boolescher Ausdruck, dessen Boolesche Funktion gleich f
Dann nennen wir F den Booleschen Ausdruck von f

Satz (Darstellungssatz von Stone)

Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einer Mengenalgebra
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Fl Sei f: B” — B eine Boolesche Funktion

E1 Sei F ein Boolescher Ausdruck, dessen Boolesche Funktion gleich f
Dann nennen wir F den Booleschen Ausdruck von f

Satz (Darstellungssatz von Stone)

Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einer Mengenalgebra

Bemerkung

® |somorphie bedeutet, dass die Operationen auf den Algebren ident sind.

e Der Darstellungssatz von Stone bedeutet also, dass jede Gleichheit in einer
Mengenalgebra eine Gleichheit flr alle Booleschen Algebren ist.

® Anders ausgedruckt stellen Mengenalgebren die eindeutige Darstellung von
Booleschen Algebren dar.
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Folgerung aus dem Darstellungssatz von Stone

Folgerung

El Seien A, B Boolesche Ausdrticke

E Seien f, g ihre Booleschen Funktionen
Dann sind A und B dquivalent (A =~ B), wenn f = g in der Algebra der Booleschen
Funktionen gilt
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Folgerung aus dem Darstellungssatz von Stone

Folgerung

El Seien A, B Boolesche Ausdriicke
E Seien f, g ihre Booleschen Funktionen

Dann sind A und B dquivalent (A = B), wenn f = g in der Algebra der Booleschen
Funktionen gilt

Beweisskizze

e Aquivalenzen von Boolesche Ausdriicke gelten (per Definition) fiir alle Booleschen
Algebren.

® Um diese Aquivalenzen zu (iberpriifen geniigt (nach der Definition) die
Verifikation in einer bestimmten Algebra, namlich der Algebra der Booleschen
Funktionen; das folgt aus dem Darstellungssatz von Stone
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Isomorphie
vgl. Lineare Algebra

Seien A= (A;01,...,0m), B=(B;®1,...,Om) Algebren, dann heil’t eine Abbildung
©: A — B ein Isomorphismus zwischen A und B, wenn gilt
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Isomorphie
vgl. Lineare Algebra

Seien A= (A;01,...,0m), B=(B;®1,...,Om) Algebren, dann heil’t eine Abbildung
©: A — B ein Isomorphismus zwischen A und B, wenn gilt

® ¢ ist bijektiv
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Isomorphie
vgl. Lineare Algebra

Seien A= (A;01,...,0m), B=(B;®1,...,Om) Algebren, dann heil’t eine Abbildung
©: A — B ein Isomorphismus zwischen A und B, wenn gilt

® ¢ ist bijektiv
e fiir alle Operationen o; von A (o; n-stellig) gilt:
e(oi(a1,...,an)) = Oi(p(a1), ..., ¢(an))

far alle a1,...,an € A.
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Isomorphie
vgl. Lineare Algebra

Seien A= (A;01,...,0m), B=(B;®1,...,Om) Algebren, dann heil’t eine Abbildung
©: A — B ein Isomorphismus zwischen A und B, wenn gilt

® ¢ ist bijektiv
e fiir alle Operationen o; von A (o; n-stellig) gilt:
e(oi(a1,...,an)) = Oi(p(a1), ..., ¢(an))

far alle a1,...,an € A.

Eine Algebra A = (A;01,...,0m) heiBt isomorph zur Algebra B = (B; ®1,...,®m), wenn
ein Isomorphismus ¢: A — B existiert. Wir schreiben A = B.

M universitat
innsbruck
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Beispiel

* Betrachte die Monoide ({a, b}, +) und ({0, 1}, -), wobei die Operationen + bzw. -
durch die folgenden Operationstafeln definiert sind:

+|a b 01
ala b 0/0 1
b|b a 1/1 O
= :Jnr:,"‘slg'[ﬂctﬁt Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 19



Beispiel

* Betrachte die Monoide ({a, b}, +) und ({0, 1}, -), wobei die Operationen + bzw. -
durch die folgenden Operationstafeln definiert sind:

+|la b 0 1
ala b 0|0 1
b|b a 1/1 O

® Dann ist die Abbildung ¢: {a,b} — {0,1} mit
p(a):==0 ¢(b):=1,

ein Isomorphismus

M universitat - . - . X X
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Beispiel

* Betrachte die Monoide ({a, b}, +) und ({0, 1}, -), wobei die Operationen + bzw. -
durch die folgenden Operationstafeln definiert sind:

+|la b 0 1
ala b 0|0 1
b |b a 11 O

® Dann ist die Abbildung ¢: {a,b} — {0,1} mit
p(@):=0 (b)) =1,

ein Isomorphismus

Bemerkung

Wir interessieren uns besonders fur Isomorphismen zwischen Booleschen Algebren
und kénnen damit den Darstellungsatz von Stone exakt definieren.

M universitat
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* Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra
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* Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra
* Sei (P(M);U,N, ~,a, M) die Mengenalgebra, mit der Menge M := {a}.
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* Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra
* Sei (P(M);U,N,~,a, M) die Mengenalgebra, mit der Menge M := {a}. Wir kdnnen
diese Mengenalgebra einfacher wie folgt schreiben:

{o,{a}};u,n,~,2,{a})
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* Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra
* Sei (P(M);U,N,~,a, M) die Mengenalgebra, mit der Menge M := {a}. Wir kdnnen
diese Mengenalgebra einfacher wie folgt schreiben:

<{®’ {a}}; U, N, ~, 3, {a}>
* Sei p: B — {@,{a}} wie folgt definiert

p(0):=2  ¢(1):={a}

M universitat
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Beispiel

* Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra
* Sei (P(M);U,N,~,a, M) die Mengenalgebra, mit der Menge M := {a}. Wir kdnnen
diese Mengenalgebra einfacher wie folgt schreiben:

<{®’ {a}}; U, N, ~, 3, {a}>
* Sei p: B — {@,{a}} wie folgt definiert

p(0):=2  ¢(1):={a}

¢ Dann ist ¢ eine bijektive Funktion und aulSerdem sogar ein Isomorphismus:

o |+
N
o RO
o |k
o OO

1|0
0|1

o B
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Beispiel

* Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra
* Sei (P(M);U,N,~,a, M) die Mengenalgebra, mit der Menge M := {a}. Wir kdnnen
diese Mengenalgebra einfacher wie folgt schreiben:

<{®’ {a}}; U, N, ~, 3, {a}>
* Sei p: B — {@,{a}} wie folgt definiert

p(0):=2  ¢(1):={a}

¢ Dann ist ¢ eine bijektive Funktion und aulSerdem sogar ein Isomorphismus:

u |{a} o

{a} | {a} {a}

O R K
o O| o
o |22
= O

R
—~—
Q
—
Q
o R
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* Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra
* Sei (P(M);U,N,~,a, M) die Mengenalgebra, mit der Menge M := {a}. Wir kdnnen
diese Mengenalgebra einfacher wie folgt schreiben:

<{®’ {a}}; U, N, ~, 3, {a}>
* Sei p: B — {@,{a}} wie folgt definiert

p(0):=2  ¢(1):={a}

¢ Dann ist ¢ eine bijektive Funktion und aulSerdem sogar ein Isomorphismus:

U |{a} o Nn |{a} o

{a} | {a} {a} {a}|{a} @

o |{a} o g | o O

o |2
= O

M universitat
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Beispiel

* Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra
* Sei (P(M);U,N,~,a, M) die Mengenalgebra, mit der Menge M := {a}. Wir kdnnen
diese Mengenalgebra einfacher wie folgt schreiben:

<{®’ {a}}; U,N,~, 3, {a}>
* Sei p: B — {@,{a}} wie folgt definiert
e(0):=2  ¢(1):={a}
¢ Dann ist ¢ eine bijektive Funktion und aulSerdem sogar ein Isomorphismus:

U |{a} o n |{a} o ~

{a} | {a} {a} {a}|{a} @ {a}| @

g |{a} o %] g o o |{a}
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Partielle Ordnungen und Boolesche Algebren

Eine partielle Ordnung auf einer Menge M # & ist eine Menge von geordneten Paaren
(a,b) € M x M, geschrieben a < b, sodass gilt

® a<ga,flralleaeM Reflexivitat
® a < bundb < cimplizierta <c, furallea,b,c e M Transitivitat
® a<bundb < aimplizierta =b, firallea,b e M Antisymmetrie
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Partielle Ordnungen und Boolesche Algebren

Eine partielle Ordnung auf einer Menge M # & ist eine Menge von geordneten Paaren
(a,b) € M x M, geschrieben a < b, sodass gilt

e g<g,fUralleaeM Reflexivitat
® g < bundb <cimplizierta <c, furallea,b,ce M Transitivitat
® a<bundb < aimplizierta =b, firallea,b e M Antisymmetrie

® Sei B=(B;+,-,~,0,1) eine Boolesche Algebra und definiere Relation < auf B:
a<b<a-b=a

e < st eine partielle Ordnung

M universitat
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (I)

® Sei B=(B;+,-,~,0,1) eine (endliche) Boolesche Algebra;
® sei <, die von B induzierte partielle Ordnung.

M universitat
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (l)

® Sei B=(B;+,-,~,0,1) eine (endliche) Boolesche Algebra;
® sei <, die von B induzierte partielle Ordnung.

® SeiaeB)\ {0}.
® Wenn 0 < aund kein & € B\ {0}, a # a’ existiert, sodass 0 < a’ < a, dann nennen
wir a ein Atom.

M universitat
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (l)

® Sei B=(B;+,-,~,0,1) eine (endliche) Boolesche Algebra;
® sei <, die von B induzierte partielle Ordnung.

® SeiaeB)\ {0}.
® Wenn 0 < aund kein & € B\ {0}, a # a’ existiert, sodass 0 < a’ < a, dann nennen
wir a ein Atom.

Kirzer: die Atome sind die oberen Nachbarn von 0 in B.
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (I)

® Sei B=(B;+,-,~,0,1) eine (endliche) Boolesche Algebra;
® sei <, die von B induzierte partielle Ordnung.

* Seiae B\ {0}.
® Wenn 0 < aund kein & € B\ {0}, a # a’ existiert, sodass 0 < a’ < a, dann nennen
wir a ein Atom.

Kirzer: die Atome sind die oberen Nachbarn von 0 in B.

Beispiel

Sei (B; +,-,~,0,1) die bindre Algebra, dann ist 1 € B ein Atom. Es gibt kein Element
# 0 in B gibt, das groBer als 0 und (echt) kleiner als 1 ist.

M universitat
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (ll)

Lemma

Zu jedem b € B\ {0} gibt es mindestens ein Atom a € B mita < b. |
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (ll)

Zu jedem b € B\ {0} gibt es mindestens ein Atom a € B mit a < b. |
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (ll)

Zu jedem b € B\ {0} gibt es mindestens ein Atom a € B mit a < b. |

Fl SeiM :={a € B | a ein Atom in B}.
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (ll)

Lemma

Zu jedem b € B\ {0} gibt es mindestens ein Atom a € B mit a < b. |

Fl SeiM :={a € B | a ein Atom in B}.
E1 Wir betrachten nun die Mengenalgebra (P(M); U, N, ~, &, M).
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (ll)

Lemma

Zu jedem b € B\ {0} gibt es mindestens ein Atom a € B mita < b. |

Fl SeiM :={a € B | a ein Atom in B}.
E1 Wir betrachten nun die Mengenalgebra (P(M); U,N, ~, &, M).
El Fur jedes b € B, definiere A(b) := {a € B | a ein Atom in B und a < b}.
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (ll)

Lemma

Zu jedem b € B\ {0} gibt es mindestens ein Atom a € B mita < b. |

Fl SeiM :={a € B | a ein Atom in B}.

E1 Wir betrachten nun die Mengenalgebra (P(M); U,N, ~, &, M).

El Fur jedes b € B, definiere A(b) := {a € B | a ein Atom in B und a < b}.

[ SchlieBlich definieren wir die Abbildung ¢: B — P (M), sodass ¢(b) := A(b).
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Beweis des Darstellungsatz von Stone (ll)

Zu jedem b € B\ {0} gibt es mindestens ein Atom a € B mit a < b.

Fl SeiM :={a € B | a ein Atom in B}.

E1 Wir betrachten nun die Mengenalgebra (P(M); U,N, ~, &, M).

El Fur jedes b € B, definiere A(b) := {a € B | a ein Atom in B und a < b}.

[ SchlieBlich definieren wir die Abbildung ¢: B — P (M), sodass ¢(b) := A(b).

Die Abbildung ¢ ist ein Isomorphismus von (B; +,-,~,0,1) auf (P(M);U,N,~,o,M). R

M universitat
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen

Beispiel

® ¥ ={0,1} ist das binadre Alphabet

M universitat

W innsbruck Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 25



Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen

® ¥ ={0,1} ist das binadre Alphabet
e ¥ ={a,b,...,z}, die Menge aller Kleinbuchstaben
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen

® ¥ ={0,1} ist das binadre Alphabet

e ¥ ={a,b,...,z}, die Menge aller Kleinbuchstaben
¢ die Menge der (druckbaren) ASCII-Zeichen
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Definition (Alphabet)

Ein Alphabet X ist eine endliche, nicht leere Menge von Symbolen

Beispiel

® ¥ ={0,1} ist das binadre Alphabet
e ¥ ={a,b,...,z}, die Menge aller Kleinbuchstaben
¢ die Menge der (druckbaren) ASCII-Zeichen

Definition (Wort)

® Eine Zeichenreihe (ein Wort, ein String) ist eine endliche Folge von Symbolen Uber
einem Alphabet >

® Die leere Zeichenreihe wird mit € bezeichnet

M universitat
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Beispiel

Die Symbolkette 01101 ist eine Zeichenreihe Uber dem Alphabet {0,1}
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Beispiel

Die Symbolkette 01101 ist eine Zeichenreihe Uber dem Alphabet {0,1}

Konvention

® Buchstaben werden mit a, b, ¢, ...bezeichnet

e Worter werden mit x, y, z, ...bezeichnet
e cgy

M universitat
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Beispiel
Die Symbolkette 01101 ist eine Zeichenreihe Uber dem Alphabet {0,1}

® Buchstaben werden mit a, b, ¢, ...bezeichnet
e Worter werden mit x, y, z, ...bezeichnet
°® cd Y

Definition (Wortlange)

® Die Lange eines Wortes w ist die Anzahl der Positionen in w
® Die Lange von w wird auch mit |w| bezeichnet
® Das Leerwort € hat die Lange 0
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W innsbruck Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 26



Definition (X ,> ,Y )

e Definiere XX als die Menge o
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

W universitat

innsbruck Einflhrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 27



Definition (X ,> ,Y )

e Definiere XX als die Menge o
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen
o Yt =Ylyy?2y... s+
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Definition (X ,> ,Y )

e Definiere XX als die Menge o
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

o Yt =Ylyy?2y... s+

e Y*=31U{e} >
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innsbruck



Definition (X X XY )

e Definiere XX als die Menge
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e Y =Ylyy?2y.-- s+
'Z*:Z+U{€} o

Sei ¥ = {0,1}. Dann ist
e 30="{¢}

M universitat " . X
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Definition (X X XY )

e Definiere XX als die Menge
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e Y =Ylyy?2y.-- s+
'Z*:Z+U{€} o

Sei ¥ = {0,1}. Dann ist
® 2% = {e}
e 3yl=1{0,1}
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Definition (X X XY )

e Definiere XX als die Menge
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e Y =Ylyy?2y.-- s+
'Z*:Z+U{€} o

Sei ¥ = {0,1}. Dann ist
e 0= {¢}
e 3yl=1{0,1}
* ¥2=1{00,01,10,11}
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Definition (X X XY )

e Definiere XX als die Menge
der Worter der Lange k, deren Symbole aus ¥ stammen

e Y =Ylyy?2y.-- s+

e Y*=31U{e} PRy
Sei ¥ = {0,1}. Dann ist

* 2% ={e}

e 3yl=1{0,1}

¥2? ={00,01,10,11}
¥3 = {000,001,010,011,100,101,110,111}

M universitat 3 p y
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Seien x, y Worter Uber X, wir schreiben x - y fur die Konkatenation von x und y

€E- X=X

(ax)-y=a(x-y)

Hier gilta € X.
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Seien x, y Worter Uber ¥, wir schreiben x - y fir die Konkatenation von x und y

€E- X=X

(ax) -y =a(x-y)
Hier gilta € X.

Beispiel

® Seix =01101, y =110, z= 10101
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Seien x, y Worter Uber ¥, wir schreiben x - y fir die Konkatenation von x und y

€-X=X
(ax) -y =a(x-y)
Hier gilta € X.

® Seix =01101, y =110, z= 10101
® Dannistx-y =01101110und y - x = 11001101
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Seien x, y Worter Uber ¥, wir schreiben x - y fir die Konkatenation von x und y
€E- X=X

(ax)-y =a(x-y)

Hier gilta € X.

Beispiel
® Seix =01101, y =110, z= 10101
¢ Dannistx-y =01101110und y - x = 11001101

Lemma
® Konkatenation ist assoziativ und besitzt das Leerwort € als neutrales Element
® Wir lassen - oft weg und schreiben xy statt x - y
® Die Algebra (¥*; -, ¢) ist ein Monoid; das Wortmonoid
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Formale Sprachen

Eine Teilmenge L von X* heiSt eine formale Sprache Uber Alphabet X~
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Formale Sprachen

Eine Teilmenge L von X* heiSt eine formale Sprache Uber Alphabet X~

¢ Die Sprache aller Worter, die aus n Oen gefolgt von n 1er bestehen, wobei n > 0:
{¢,01,0011,000111,---}
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Formale Sprachen

Eine Teilmenge L von X* heiSt eine formale Sprache Uber Alphabet X~

¢ Die Sprache aller Worter, die aus n Oen gefolgt von n 1er bestehen, wobei n > 0:
{¢,01,0011,000111,---}

® Die Menge der Worter, die jeweils die selbe Anzahl Oen und ler enthalten:
{¢,01,10,0011,0101,---}
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Formale Sprachen

Eine Teilmenge L von X* heiSt eine formale Sprache Uber Alphabet X~

¢ Die Sprache aller Worter, die aus n Oen gefolgt von n 1er bestehen, wobei n > 0:
{¢,01,0011,000111,---}

® Die Menge der Worter, die jeweils die selbe Anzahl Oen und ler enthalten:
{¢,01,10,0011,0101,---}

® Y * ist eine Sprache, o—die leere Sprache—ist eine Sprache, {¢} ist eine Sprache.
Beachte {¢} # @
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Seien L, M formale Sprachen Uber dem Alphabet ¥
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Seien L, M formale Sprachen Uber dem Alphabet ¥

® Die Vereinigung von L und M ist wie folgt definiert
LUM={x|x € L oder x € M}
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Seien L, M formale Sprachen Uber dem Alphabet ¥

® Die Vereinigung von L und M ist wie folgt definiert
LUM={x|x € L oder x € M}

® Wir definieren das Komplement von L:
~L=¥Y"\L:={xeX"|x¢L}
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Seien L, M formale Sprachen Uber dem Alphabet ¥

® Die Vereinigung von L und M ist wie folgt definiert
LUM={x|x € L oder x € M}

® Wir definieren das Komplement von L:
~L=¥Y"\L:={xeX"|x¢L}

® Der Durchschnitt von L und M ist wie folgt definiert:
LNM={x|xe€Lundx €M}
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Seien L, M formale Sprachen Uber dem Alphabet ¥

® Die Vereinigung von L und M ist wie folgt definiert
LUM={x|x € L oder x € M}

® Wir definieren das Komplement von L:
~L=¥Y"\L:={xeX"|x¢L}

® Der Durchschnitt von L und M ist wie folgt definiert:
LNM={x|xe€Lundx €M}

® Das Produkt (oder Verkettung) von L und M ist definiert als:

IM={xy|xel,yeM}
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Seien L, M formale Sprachen Uber dem Alphabet ¥

® Die Vereinigung von L und M ist wie folgt definiert
LUM={x|x € L oder x € M}

® Wir definieren das Komplement von L:
~L=¥Y"\L:={xeX"|x¢L}

® Der Durchschnitt von L und M ist wie folgt definiert:
LNM={x|xe€Lundx €M}

® Das Produkt (oder Verkettung) von L und M ist definiert als:

IM={xy|xel,yeM}

Seien L,L+,L>, L3 formale Sprachen, dann gilt
(L1L)Ls = Ly(LaL3) L{e} ={e}L=L
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Sei L eine formale Sprache und k € N

Die k-te Potenz von L definiert als:

Lk =

fallsk =0
fallsk =1
fallsk > 1
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Sei L eine formale Sprache und k € N

Die k-te Potenz von L definiert als:

{e} fallsk =0
Lk — L fallsk =1
LL---L fallsk > 1
N——
k-mal

Der Kleene-Stern * oder Abschluss von L ist wie folgt definiert:

= ULk:{xl---xk|x1,...,xkeLundk>O}
k=0
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SchlieBlich definieren wir:

L7 = ULk:{x1-~xk|x1,...,x,<€Lundk>0}
k>1
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SchlieBlich definieren wir:

L = ULk:{xlmxk|x1,...,xkeLundk>0}
k>1

Beispiel

® Sei ¥ = {0,1} und betrachte die Sprache L aller Worter, die aus n Oen gefolgt von
n ler bestehen, wobein > 0
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SchlieBlich definieren wir:

L = ULk:{xlmxk|x1,...,xkeLundk>0}
k>1

® Sei ¥ = {0,1} und betrachte die Sprache L aller Worter, die aus n Oen gefolgt von
n ler bestehen, wobein > 0

¢ Wir kdnnen L konzise in Mengennotation angeben:
L={0"1"|n>0}
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SchlieBlich definieren wir:

L = ULk:{xlmxk|x1,...,xkeLundk>0}
k>1

® Sei ¥ = {0,1} und betrachte die Sprache L aller Worter, die aus n Oen gefolgt von
n ler bestehen, wobein > 0

¢ Wir kdnnen L konzise in Mengennotation angeben:
L={0"1"|n>0}

® Esgilt 010101 ¢ L, aber 010011 € L?
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SchlieBlich definieren wir:

L = ULk:{xlmxk|x1,...,xkeLundk>0}
k>1

® Sei ¥ = {0,1} und betrachte die Sprache L aller Worter, die aus n Oen gefolgt von
n ler bestehen, wobein > 0

¢ Wir kdnnen L konzise in Mengennotation angeben:
L={0"1"|n>0}
® Esgilt 010101 ¢ L, aber 010011 € L?

e Allgemein erhalten wir etwa:
L? = {0"1"0%1¥ | n,k > 0}

W universitat

W innsbruck Einfihrung in die Theoretische Informatik, Wintersemester 2022/23 )



	Zusammenfassung
	Boolesche Algebren
	Formale Sprachen

